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S I. Diferencijal funkcije 
1. Pojam diferencijala 


Neka je zadana funkcija y = y(x), koja ima u svakoj točki konačnu deri- 
vaciju: 
> Oy 
(x) = lim — 
i 3x0 Ax 


Do prijelaza na limes može se pisati: 
—_ = + H ) 
y (x) € ( \ 


gdje e—>0, kad Ax—>0. 
Na slici 1. prikazana je ta jednakost na brojnom pravcu. 


s ( A 
Iz slike se jasno razabire, da kad Ke =a 
teži svome limesu y'(x), e, t. j. razlika s "Wu g 
> /» V RRNR X ' 
između ZR i y'(x), teži nuli. SL 1 


Pomnožimo li obje strane jednakosti (a) s Ax, dobijemo: 
Ay =y'(x):Bx + € -Ax (b) 
Prvi član desne strane te jednakosti: 
y'(x) :Ax 
zove se diferencijal funkcije y i bilježi se s dy (čitaj: diferencijal y= ili 
»de y“9), toi 
dy = y'(x)-Ax (e) 
Primijenimo tu formulu (c) za funkciju y(x) = x. Kako je sada y (x) =1, 
ay = x, uvrštenje tih vrijednosti u (c) daje. | 


dx = Ax (1) 
To znači: ako je x nezavisna promjenljiva, diferencijal x, t. j. dr, identičan 

je s Ax. 
Uvrstivši Ax = dx u (c) dobijemo definitivni izraz za diferencijal funkcije 


y=y(x): 
dy = y'(x):dx (2) 


ll 


Diferencijal funkcije jednak je derivaciji funkcije pomnoženoj 
s diferencijalom argumenta. 

Ako znamo derivirati, znamo i diferencirati, t. j. izračunati diferencijal funk- 
cije: treba samo izračunati derivaciju pa je pomnožiti s diferencijalom argumenta. 

Kako se vidi iz gore navedenog, slovo malo d je oznaka za diferencijal, pa se 
piše dy, dx, df(x), dsinx,darctgxit.d., a to znači: diferencijal y, diferencijal x, 
diferencijal funkcije f(x), diferencijal sin x i t. d., dok slovo veliko ,,D“ je oznaka 
za derivaciju, na pr. D,sinx = cos x, a dsinx = cosa:dx. 


Primjeri 
y=x dy = 3x? dx 
y=sinx; dy = cos x dx 
' 1 dx 

y =arcsin xy sv==. = = 

Vi — x* 1l—a? 
U dx 

u=&ugx; du = cos*tx Ma Costx 

u=t—3%+1; du = (2 — 3) dt 

v=Inu; in A gra 
u u 


Pomoću slike 2 prikažimo sada: 


2. Geometrijsko značenje diferencijala funkcije v = y(x) 


U točki 7 apscise x povučemo tangentu na krivulju y = y(x), pa apscisi x 
te točke T dademo prirast dx = Ax. Tada će ordinata tangente dobiti prirast 
AB, a ordinata krivulje prirast Ay = T'B. 

iz pravokutnog trokuta TBA slijedi: 


AB =TB1ga = dx tga 


Kako je gradijent tangente tga =y'(x), 
dobijemo: " 


AB = y'(x)-+dx 


a to je naš izraz (2) za diferencijal funkcije, 
toj. 


AB = dy. 


Prema tome diferencijal funkcije predočen je geometrijski prirastom ordinate 
tangente, kad x priraste za dx, odnosno za Ax, dok je Ay prirast ordinate kri- 
vulje. 

Iz slike 2 razabiremo dalje, da je prema (b) mala dužina TA =e-Ax i da 
ta dužina teži nuli, kad Ax > 0 i to mnogo brže nego Ax, jer i e > 0. Kaže se u 
tom slučaju, da je e-Ax beskonačno mala veličina bar drugog reda, ako Ax sma- 
tramo beskonačno malom veličinom prvoga reda. 
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3. Derivacija kao diferencijalni kvocijent 


Podijelimo izraz za dy 
dy = y'(x) dx 
s da. Dobijemo: 


vt) =? (24) 


Derivaciju funkcije prikazali smo u obliku diferencijalnog kvocijenta 
dy . To je posve formalni prikaz, jer derivacija nije kvocijent, već limes kvo- 


dx 

cijenta diferencija Rz kad Ax—>0, ali taj prikaz derivacije u obliku kvocijenta 
ima tu veliku praktičnu prednost, da se iz samog kvocijenta neposredno vidi, po 
kojoj je promjenljivoj funkcija derivirana, i da se s diferencijalnim kvocijentom 
može postupati kao s običnim razlomkom. Na pr., kako je brzina derivacija puta s 
po vremenu r, pišemo je sada ovako: 


Ako je gibanje materijalne točke zadano parametarski, t. j. svojim projekci- 
jama u koordinatne osi Xi Y: 


pezxit) 
»=y(t) 
gdje je parametar t vrijeme, bit će: 
v.=x() =— | : x+ : < X 
dt brzina projekcije u smjeru osi X, odnosno osi Y 


' d ili projekcije brzine u te osi. 


Kako je derivacija inverzne funkcije x(y) jednaka recipročnoj vrijednosti 
derivacije direktne funkcije y(x), pišemo je u obliku: 


mE a 
“7 y(a) dy “dy 
dx 


Isto tako lako dolazimo do izraza za derivaciju y'(x) složene funkcije y=y(u), 


gdje je u = u(x), ako diferencijalni kvocijent i množimo i dijelimo s du: 


t. j. izderiviravši y po « množimo tu derivaciju s derivacijom u po x. 
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4. O vrijednostima diferencijala dx i dy 


jd ;:d i og Z : ' 
Iz vrijednosti i =y (x) = lim a = tga = gradijent tangente jasno sli- 
Ax-+0 
jedi, da diferencijali dx i dy nisu neke određene vrijednosti, jer je tga omjer 
kateta dy = AB i dx = Ax = TB (vidi sl. 2), a iz goniometrije znamo, da vrijed- 
nost tg a ovisi jedino o kutu a, a ne ovisi o uzetoj po volji kateti dx = Ax. Samo 
je kvocijent diferencijala dx i dy, t. j. a , stalan u svakoj točki funkcije i jednak 
je njenoj derivaciji y'(x) u toj točki. Međutim, pri rješavanju mnogih problema 
iz matematike, fizike, čvrstoće i t. d. često je zgodno uzeti, da su prirast argu- 
menta Ax, a dakle i njemu pripadni prirast funkcije Ay male veličine, a diferen- 
cijali dx i dy da su beskonačno male veličine, t. j. promjenljive veličine, koje teže 
nuli. U tom slučaju izrazi za Ax i Ay daju približne formule za veličinu, koja se 
pomoću njih određuje, a te formule su to točnije, što su Ax i Ay manji, dok izrazi 
s diferencijalima dx i dy daju točne formule. Postupajući na taj način možemo 
znatno pojednostaviti izvod mnogih formula, a također i mnoge račune. 


Tako na pr. prema slici 3 možemo po 
Pitagorinu poučku napisati: 


As? = Ax? + Ay? 
ds? = dx? + dy? (3) 


Prva jednakost daje približnu vrijednost 
kvadrata dužine luka TT“ krivulje y = y(x), 
koja je to točnija, što je Ax, a dakle i Ay manji. 
Druga jednakost daje točnu vrijednost kva- 
drata diferencijala luka ds krivulje, naravno uz 

SL &: ; uvjet, da su dx i dy beskonačno male veličine. 

Kako ćemo kasnije u primjeni integralnog ra- 

čuna vidjeti, iz te formule lako dobijemo formulu za duljinu s luka krivulje y = y(x). 
Smatrajući Ax malom veličinom dolazimo do praktički vrlo važnog pravila: 


5. Određivanje pogreške veličine izračunate iz podataka mjerenja 


Svi podaci mjerenja sadržavaju i uz najveću pažnju opažača slučajne po- 
greške uzrokovane nesavršenstvom naših ćutila i mjeraćih sprava. Jasno je, da 
ne znamo niti veličine niti predznaka tih pogrešaka, ali znamo granične vrijed- 
nosti ili međe tih pogrešaka. Tako na pr. mjereći neku kraću dužinu pomoću mje- 
rila s noniusom, kojega je podatak 0,1 mm, znamo da će pogreška izmjerene du- 
žine ležati izmedu —0,1 i -+0,1 mm. Zadaća se sastoji u tome, da se izračuna gra- 
nična vrijednost pogreške one veličine, koju smo izračunali iz podataka mjerenja. 

Uzmimo općenito, da imamo izračunati vrijednost funkcije y =y (x) za neku 
vrijednost x, koju smo izmjerili na + Ax točno, i odrediti graničnu vrijednost Ay 
pogreške te izračunate vrijednosti. Ta tražena apsolutna pogreška bit će: 


Ay = y(x + Ax) — y(x) (4) 
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Iz jednadžbe (b) na str. Il: 
Ay = y'(x) :Ax +e-Ax 


uz y'(x) Ox = dy slijedi: 
Ay— dy =e :Ax 


Pokazali smo već: ako Ax teži nuli, e:Ax još brže teži nuli, pa možemo za 
male Ax približno uzeti, da je: 
ili Dy—dy=—0 
Ay = dy 


a kako je dy =y'(x) dx =y'(x)-Ax, jer je dx = Ax, dobijemo: 
apsolutna pogreška Ay. dy = y'(x) -Ax (5) 


pri čemu je ta jednakost to točnija, što je Ax manji. 

Pomoću te formule računa se obično apsolutna pogreška veličine, ako je jedan 
podatak, pomoću kojeg se ta veličina računa, izmjeren s izvjesnom točnosti, jer 
je mnogo jednostavnije izračunati tu pogrešku po formuli (5) nego prema (4), 
dok je razlika u točnosti računa obično toliko malena, da nema praktički nikakvog 
značenja. 

Primjer 

Izračunaj površinu P kvadrata i njenu apsolutnu pogrešku AP, a također relativnu i pro- 
centualnu pogrešku, ako je za stranicu kvadrata dobiveno mjerenjem a = 5,21 cm + da, gdje 
je Aa = 0,1 mm. 


1. Točni račun prema (4): 
P=a 


AP=(a+Aa)*—a?=a7+2a-+Aa+A4a*—a? 
AP == 2a + Aa + da? 


Na slici 4 prikazana su oba člana pogreške AP. 
Uvrštenje a = 5,21 cm, da = + 0,1 mm = + 0,01 cm daje: 


P= 5,21? = 27,1441 cm? 
AP =2 +5,21 + 0,01 + 0,01? = 0,1042 + 0,0001 = 0,1043 
AP = 0,1043 cm? — 0,1 cm? 


Kako rezultat smije sadržavati samo zajamčene znamenke osim 
posljednje, koja može biti nesigurna za jedinicu, odbacimo u 
vrijednosu dobivene za P sve decimale osim prve, pa dobijemo: 


P= 27,1 cm? + 0,1 cm? 


To znači: prava vrijednost površine P kvadrata leži između 27,0 i 27,2 cm?. 
Kako vidimo, računanje druge, treće i četvrie decimale u Pi AP bilo je posve suvišno. 
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AP = 0,1 cm? == 

PT" ZG en? 

Procentualna pogreška: 3 * 100% = 0,0037 + 100% = 0,37% 
2 Približni račun pomoću diferencijala, t. j. prema (5): 


P=a 
AP——dP = 2a + Aa 
AP 2a + Aa 


Relativna pogreška: 0,0037 


Usporedimo li ovaj rezultat s prije dobivenim AP = 2a + Aa + Aaf, vidimo, da smo izgubili 
drugi član Aa* = 0,01* = 0,0001 cmž, t. j. kvadratić prikazan na slici 4, koji za naš račun nema 
praktički nikakvog značenja. 
Uvrštenje a = 5,21cm i da = 0,01 cm daje: 

AP = 10,42 + 0,01 = 0,1042 

AP = 0,1042 cm? < 0,1 cm? 


Dobili smo isti rezultat: 

P == 27,1 cm?" + 0,1 cm? 
BA A 

2710 cm? < P < 27,2cm? 


Da smo naš račun površine P kvadrata počeli s određivanjem apsolutne pogreške AP, mogli 
bismo vrijednost P izračunati pomoću logatiramskog računala ili načinom skraćenog množenja*) 
samo na jednu decimalu točno i tako skratiti računski rad: 


5,21 
125 
2605 

104. P=2171cm' + 0,1 cm' 

S mina 
PLATI 


Za relativnu i procentualnu pogrešku dobijemo iste gore navedene vrijednosti. 


6. Diferencijal konstante. Diferencijal zbroja, razlike, umnoška i 
kvocijenta funkcija 


Kako je diferencijal funkcije jednak umnošku derivacije te funkcije i diferen- 
cijala argumenta, sva pravila za deriviranje vrijede i za diferenciranje. 


Tako za diferencijal konstante y = C prema dy = y'(x):dx dobijemo: 


dy=dC =0dx =0 
dC =0 (6) 


Diferencijal konstante jednak je nuli. 
Isto tako za diferencijal zbroja, odnosno razlike funkcija imamo: 


dlu(x) + v(x)] = du + dv (7) 
Pokažimo, da pravilo za deriviranje produkta vrijedi i za diferencijal pro- 
dukta. 


*) Vidi od istog pisca: Logaritamsko računalo, V. izdanje, 1962. i Repetitorij elementarne 
matematike, VI. izdanje, 1963. Tehnička knjiga, Zagreb. 
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Znamo: : 
(u-v)' = uv + vu' [+dr 
(u:v)'-dx = uv'dx + vu'dx 
Po definiciji diferencijala imamo: 
(uv)'dx = d(u-v); vdx=dvu i udx = du 
Uvrštenje daje: 


d(u+v) = udv + vdu (8) 
Analogno dobijemo: 
u vdu — udv 
o) : 


Primjeri 


1. d (x +sinx) = x? cos x dx + sin x * 3x2dx = x" cos x dx + 3x" sinx dx = 
= x*(xcosx + 3sin x] dx 


x+3 
brana 
dy m (23) +4 (x +3) — (x + 3) +d (28 + 3) _ (x +3) +dx—(x +3) + 2x + de 
zd (AFI (F3 = 
_ (xP+3—2xt—6x) dx _3—6x— x", 
(+3)? sb S eje 


3. Odredi dx iz 2x = t. 
Diferencirajući lijevu stranu po x, a desnu po t dobijemo: 


2.1dx=1 dr 


+ 
2 


a odatle je: 


dx = dt 


4. Odredi dr iz r = a*cos2 9. 
Postupajući na isti način dobijemo: 
2rdr = —a? +2sin2o *de 
a odatle: 


ke tu, 


5. Odredi dy iz b?x? — a*y* = a*b? 
2b*xdx—2aydy =0 
Odatle: 


7. Diferencijali višega ređa 


Slično tome kako je druga derivacija derivacija od prve derivacije, tako je 
i drugi diferencijal d?y (čitaj ,,drugi diferencijal y« ili ,,de dva y““) funkcije y =y(x) 
diferencijal od prvog diferencijala, t. j. 


dy = d(dy) 


EKONOMSKI FAKULTET U SPLITU 
KNJIŽNICA 


2 BB. Apsen: Repetitorij više matematike TI dio 17 


Uvrštenje dy = y'(x) dx daje 
dy = dly'(x) dx) 


Imamo diferencirati produkt prema (8): 
diy = y'(x) :d(dx) + dx:y"(x) dx 


Kako je dx, t. j. diferencijal nezavisne promjenljive x, veličina uzeta po volji 
i to neovisno o x, ona je konstanta, pa je prema (6) 
d(dx) = 0 


Ostaje 
diy = y"(x) dx? (10) 


Drugi diferencijal funkcije ili diferencijal drugog reda jednak 
je drugoj derivaciji funkcije pomnoženoj s kvadratom diferencijala 
argumenta. 

Na pr. za y = sin x 

diy = —sin x :dx? 


Podijelimo li formulu (10) za drugi diferencijal funkcije s dx* dobijemo 


2. =)'(%) 
iti »"()=E (1) 


Sada smo i drugu derivaciju formalno prikazali u obliku drugog diferen- 
cijalnog kvocijenta. 

Kako je druga derivacija funkcije derivacija od njene prve derivacije, mo- 
žemo drugi diferencijalni kvocijent pisati i ovako: 


a(& 
o (e) Jiu (la) 
di kak ko ds) 
Na pr. za y = sinx 
d d(sin x) d(cos x d š 
Rd de o gzleos) = —sins 
Analogno dobijemo treći diferencijal funkcije y =y(x): 
diy = y(x) dx? (12) 
i treću derivaciju u obliku trećeg diferencijalnog kvocijenta: 
UL d 
»"()=B (13) 
itd 


Kako je ubrzanje (akceleracija) a druga derivacija puta s = s(t) po vremenu t, 
pišemo je obično u obliku: j 
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dts 


a=—— 
di? 


Ako je pak put s materijalne točke zadan parametarski, t. j. svojim projek- 

cijama u koordinatne osi X i Y: 
x=x() i y=y(i) 

tada su: : 

die dy 
a * aa 
akceleracije gibanja projekcije točke u smjeru osi X i osi Y, odnosno projekcije 
akceleracije a u obje koordinatne osi. 


a 


8. Diferencijali složene funkcije 


Neka je zadana složena funkcija 
y =y(u), gdje je u = u(x), t.j. y = 9[u(x)] 


Prvi diferencijal složene funkcije građen je tako, kako da je « argument a ne 
funkcija, t. j. 


dy = y'(u) du (14) 
odi dy 3 du zi 
a kako je y'(u) ij azau=u(x) du =u(x):dx = <= *dx, dobijemo 
dy du 
dy =5 E x (15) 


Složena se funkcija diferencira tako, da se izračuna njena derivacija pa se 
pomnoži s diferencijalom argumenta. 


Primjer 
3— 121? 3(1—4r) 


dlarcsin(3t—40)) = ———————— dr t 
Vi—Gr—4o) Vi —"G—4 8) 
Prelazimo na drugi diferencijal složene funkcije 
y =y(u), gdjeje u=u(x) 
dty = d(dy) = prema (14) = d[y'(u) du] = prema (8) = 
= y'(u)-d(du) + du:y"(u) du 
Kako u nije nezavisna promjenljiva, već je funkcija od x, du nije konstanta, 
pa je d(du) # 0, već je d(dx) = d'u. Imamo dakle: 
diy = y (u) du? + y'(u) d'u (16) 
Ako je u nezavisna promjenljiva, du = C, du = d(du) = dC = 0, pa je 
dy = y"(u) du? 
a to je naša formula (10). 


Podijelimo li formulu (16) sa dx", dobijemo izraz za drugu derivaciju 
složene funkcije: 


2 ; du aa O (16a) 
kr =y co ( <.) + (ga 
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Primjeri 
1. Izračunaj d*y za y = sin x", t. j. za y = sinu, gdje je u = x. 
Računamo prema (16) uvrstivši u = x? 


džy = — sin x* + (da?)? + cos x3+ d?(x3) = — sin x? (3x? + dx)? + cos x? + (x3)“ «dx? = 
== — sin x? + 9x1 + dx* + cos x? * 6x + dx? = 3 x (2 cos x3 — 3 x? sin x5) + dx“ 


Jednostavnije dolazimo do istog rezultata, ako izračunamo drugu derivaciju zadane složene funkcije 


pa je pomnožimo s kvadratom diferencijala argumenta, jer d*y dobijemo iz 2 tako, da taj kvo- 
cijent pomnožimo s dx*. 
Naš primjer 1: 
y= sin x? 
; a 4 : 
= Še m . =3xi- 
y dx 7 005% 3x 3x2 + cosa? 


d*'y 


Mau 3(— x? .sinx? +3x2 + cosx? +2x) 
ili 

2 

de 3x(—3Psne + 2 cos x2) | +dx" 


dy = 3x(2 cos x? — 3 x5 sin 25) + dx? 


2. Izračunaj d*y za y = arcsin —_—— 


dy_ =. F gyikas MR. | KITE 
dx Vl: xt 1+ 2? "Misa lr x “ 
l+ x? 
Ili+x—xt 1 
1+x? 1+ x? 
dy _—1+2x s: 
dx* dr d: 
da 
mo a da 
dni Eos 


Sada kada smo uveli pojam diferencijala i pojam derivacije kao diferencijalnog 
kvocijenta, možemo riješiti niz pitanja u vezi s krivuljama zadanim u parametar- 
skom obliku, odnosno u polarnim koordinatama (vidi Dio I. $ 5 i £ 3, 6). 


$ 2. Jednadžbe tangente i normale na krivulju, kojoj je jednadžba 
zadana u parametarskom obliku 


Tražimo jednadžbe tangente i normale na krivulju 


x = x(t) 


x tist=t (a) 


l 
I 
< 

- 
x 


u točki 7, parametra r,. 
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Ako bi jednadžba zadane krivulje bila zadana u običnom obliku y = f(x), 
tada bi jednadžba tangente u istoj točki T,(x,, y,) glasila [vidi Dio 1. formule 


(90) i (9I)): 


Kako je: 


y—=ynu=f(x)(x—x) 
f(x) t+y(u) 


prikažimo f'(x) u obliku diferencijalnog kvocijenta 
ja md 
f(x) = dx 
pa prema (a) računamo: 


dy = y'(1):dt 
dx = x(1):dt 


Uvrstivši to u (c) i skrativši s dr dobijemo: 

y(t) 
x'(1) 

a u točki 1, apscise x,, kojoj odgovara parametar 1, 
y(t) 

x (t) 


T(x) = 


f(x) = 


Uvrstimo li u (b) jednadžbu (d), a također x, = x(t) i = 


y—y(t) — Sje — s(00) 


To je jednadžba tangente na krivulju 


x =x(1) : 
y=x(1) | 
Kako je normala okomita na tangentu, bit će: 
x'(t,) 
—> ti zdksab=". = x(t 
y—y(t) sij x(t,)] 


jednadžba normale u istoj točki T,(1,). 


Primjeri 


1. Napiši jednadžbe tangente i normale na elipsu x = 6cost 
y = 4sint 


u točki T, (G = S = arc 30") 
Prema (18) računamo: 


x(1) -6esF-6.15—3y3 


1 


572 


y(t) = 4 sin =đ4 


(b) 


(e) 


(17) 


(d) 


v(t,), dobijemo: 


(18) 


(18a) 
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x(1) = —6sint; x'(t) =—6sin < -—$ 


y(t) =4co0st; y(t:) =4cos z = 2 V3 
Uvrštenje u (18) daje: 


mn 
y—2= ŽEA (x— 30/3)... jednadžba tangente 


a prema (18a): 
3 
2V3 


v—-2= (x—>3Y3)... jednadžba normale 


Nakon uređenja dobijemo: 


. 
v=— S. V3x +8 ...... jednadžbe tangente 


ili za V3 < 1,73 


y=—115x+8 


ili y=ĆX—= jednadžba normale 


ili v =087x—2,5 


Sve račune vršimo pomoću logaritamskog računala. 


2. Napiši jednadžbe tangente i normale na cikloidu u točki 7, parametra 
t=l 

Cikloidu opisuje svaka čvrsta točka A na obodu kruga polumjera #, koji se 
bez klizanja kotrlja po nekom čvrstom pravcu (vidi sl. 5). 


Uzevši za os .X taj pravac, za ishodište koordinatnog sustava početni položaj 
te čvrste točke A, za parametar t kut zaokreta čvrstog polumjera SA, imamo prema 
slici S za neku točku T(x, y) cikloide: 


x=AB— DS, 


Uzevši u obzir, da je AB=BT=mn,a DS, = r:cos (t— 90%) (vidi šra- 
firani trokut), dobijemo: 
x=rt—r:Ccos (t—90%) = rt—rcos(90* —t) =rt—rsint =r(t—sint) 
Slično prema slici 5 imamo: 
y=r+DT =r-+rsin(t—90) =r—rsin(90? — tj) =r—rcost = 
=r(1—cost) 
Dakle: 
sri 807) 1 gradška dikictde (19) 
y=r(l—cost) j 
Za jedan luk krivulje uzimamo 0St<2r. 
Primjećujemo, da čvrsta točka 3, koja leži unutar kruga, koji izvodi cikloidu, 
opisuje prikraćenu cikloidu, a čvrsta točka C, koja leži izvan toga kruga, 
opisuje produljenu cikloidu (sl. 6). 


Kotrlja li se izvodni krug ne po čvrstom pravcu, već po čvrstoj kružnici, 
tada čvrsta točka A na obodu kruga opisuje epicikloidu, odnosno hipocikloidu, 
već prema tome, da li se krug kotrlja po kružnici izvana ili iznutra. 

Kao primjer epicikloide navedimo kardioidu, koju opisuje početna točka A 
pomičnog kruga, ako pomični i čvrsti krug imaju isti promjer a (vidi dalje sl. 50, 
u kojoj je također prikazana jednostavna konstrukcija te krivulje). 

Prelazimo na računanje jednadžbi tangente i normale na cikloidu 


x =:r(t—sint) 


gaji — 62 u točki T,(t=t. 


23 


Prema (18) računamo: 
x(t4) = "(ti —sint,) 
vt) = r(1 — cos th) 
x'(t) =r(l—cost); x(t) =r(1—cost,j 


y(1) =rsinty vt) =rsint 
Uvrštenje u (18) daje: 
x rsint, ž 
y r(1l Cos ti) = r(izeostj [x r(t, sin t,)) 
ili 
2 sin 7.0055 
=>, —cost) = ——————— [x—r(t;—sint,)] 
. a. 
2 sin 3 
ili 


y—r(l—cosr) = ctg ku [x—r(t,—sSint,)] — jednadžba tangente. 
Prema (18a) dobijemo: 


y—r(l—cost) = —tg 5 [x —r(t,—sint,)] — jednadžbe normale. 


Na pr. za cikloidu, kojoj je polumjer izvodnog kruga r = 2, dobijemo u točki 


bi Š) | r 1 sE = AJA == e = i Ke k 
T, G =) uzevši u obzir, da je cos 5 0, ctg ze l, a sin 5 ke 


vy—2= [+ 2 (£—-1)] .... jednadžba tangente 


y>—-2=—!| B —2 (z- :)| ... jednadžba normale 
ili y=x—rm+4 
i I=—x+FT 


ili uzevši u obzir da je m 23,14: 


y=x+0,86 ... jednadžba tangente 
v=—x+3,14 .. jednadžba normale 


(Vidi sl. 7). 
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i normale na krivulju zadanu u polarnim 
koordinatama 


S 3. Jednadžbe tangente 


Tražimo jednadžbe tangente i normale na krivulje r = 1(0) u točki T,(9,, r:) 
(vidi sl. 8). 
Opet polazimo od jednadžbe tangente na krivulju y = y(x) u točki T,(x,, y1): 
y—>y=y(m)(x—x) (a) 
Prema slici 8: 


Xa = TT, COS O, 


N=nsn g (0) 
Kako je: 
tga=y(x) = Z 
jičunama dx i dy prema: 
x =r:c0s o SI. 8. 


y=rsino 
po pravilu za diferenciranje produkta (8), jer r nije konstanta, već je funkcija od g: 


r=v(9): 
dx = —rsin g:do + cos g-:1-dr 
dy = rcos odo “+ sin g:1-dr 


ili ako iz desnih strana tih jednadžbi izlučimo cos o:dgo dobijemo. 
dx = cos o-do (—rt ? + s) 
dr 
dy = cos #-do |r + tg o -* —— 
dy? 
Naša je krivulja zadana u obliku: 
r= (g), pa 15 je derivacija # po 9, t.j. so =:r(9) 


Uzmemo li to u obzir i uvrstimo li gornje izraze za dx i dy u vtj=2, do- 


bijemo: 
ini BL 2trigo 2 
6 (x) dx P= rtg Q (20) 
au točki T(9:, 71) (M, Ji) 
Re "< Fi +r [g P1 
Pu inn: go 


Formule (20) i (20a) daju gradijent tangente na krivulju r = r(p) u nekoj 
točki 7, odnosno u zadanoj točki 7. 
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Uvrštenje (b) i (20a) u (a) daje: 


; r rt 
y—rgsSin o.= nem = (x —r,C0s Qi) (21) 


To je jednadžba tangente na krivulju r=r(9) u točki Ti(01, F1). 
Odatle slijedi jednadžba normale u istoj točki Ti: 


ž *'—"nt 
y—rsin o = = EE (x —r,C0S 121) (21a) 


Smjer tangente na krivulju r = r(9) određen je ne samo kutom e, što ga 
tangenta zatvara s polarnom osi, odnosno s osi XY, već i kutom 3, koji tangenta 
zatvara s radijvcktorom povučenim u diralište (vidi sl. 8). Prema toj slici 
imamo: 

a«=B+Q (22) 
(x je vanjski kut trokuta) 
Odanie: 
B=a—o (22a) 
ili 
tg B = tg(x — 9) = prema poznatoj trigonometrijskoj formuli = 


= 18 uda tg D. (a) 
+1g%.tg 9 
Znamo takoder, da je: 
j dv 
iga=y(x) =: (0) 
a prema slici 8: 
= 
mr= (0) 
i 
"=x-by (d) 


(Poznate formule prijelaza od pravokutnih koordinata na polarne). 
Uvrštenje (b) i (c) u (a) daje: 


xdy —ydx (e) 


A % dx + ydy 


Sada izvršimo prijelaz na polarne koordinate najprije za brojnik, a zatim za 
nazivnik formule (e). ' 


Iz (c) tgo = 2 slijedi: 


9 = are tg 3 


Diferencirajmo tu jednakost po pravilima za diferenciranje kvocijenta (9) i 


složenih funkcija (15): 


1 a 2 x? 
+(2 
ili 
x.dy—y-.dx 
= 
x+) 
Odatle: 


xdy — ydx = (x* + y*)d9 
a kako je prema (d) 
x+yt=n 
dobijemo: 
xdy — ydx = r'do 


(£) 


To je brojnik formule (e) u polarnim koordinatama. Prelazimo na nazivnik. 


Diferenciramo li (d) 
n=x + y? 
dobijemo: 
: 2rdr = 2x dx + 2y dy 
Odatle: j 
xdx +ydy =rdr 


(g) 


To je nazivnik formule (e) u polarnim koordinatama. Uvrštenje (f) i (g) u (e) 


daje: 
r'do 
or. 
ili 
do 
uP=rg 


; dr 
"=—— 
? 
ili recipročno 
do _ 1 
Noa 


(h) 


27 


Uvrstimo li to u (h), dobijemo konačno. 


gB=- (23) 


Prema tome jednadžbu tangente na krivulju r = 1(g) u točki Ti(g,, r,) mo- 
žemo obzirom na (21) napisati i u obliku: j 


y—rsin g =t1g(B + p)(X—rcCos p,) (24) 


jer je y (x) =1g% = prema (22) = tg(B, + €#,), a kut B, se odredi prema (23) 
H na Ti 
iz tg B, —_ Fi đ 

Primjeri 

I. Napiši jednadžbu tangente na Arhimedovu spiralu r = aQ u točki T, 
amplitude +. 

Točka opisuje Arhimedovu spiralu, ako se polna poluzraka, t. j. poluzraka 
kroz pol, okreće jednoliko oko pola, a po njoj se jednoliko giba ta točka. 

Najprije izračunajmo nekoliko točaka spirale i narišimo je uzevši za konstantu 
a neku vrijednost, na pr. 2. 


45% 2 arc 49=2.5=5=15 

90" Žare 90 =2. 5 = 23,14 

180% 2 arc 180% = 2x 6,28 

270% 2arc 2700=2. Šm=3_9,4 

360* 2arc 3600=2.2m_ 12,56 

3607.4 459| 2 are (360% +459) = 2 (2 E 2) =4n+3= 


< 12,56 + 1;57 = 14.13 
360% + 90", 2 arc (360 + 90%) = 2 (2 = 5) =4ril= 
=5% 21571 


Vidi sl. 9. 

Iz križaljke s vrijednostima za 9 i r, a također iz slike vidimo, da radijvektori 
Arhimedove spirale r = a9, koji pripadaju istoj polnoj poluzraci, članovi su arit- 
metičke progresije, kojoj je diferencija d == 2az (Vidi Repetitorij elementarne mate- 
matike, 1, $ 12). 


Tako na pr. Arhimedova spirala r = 24 odsjeca na polarnoj osi radijvektore 
0, 2:27, 2:4z, 2:67,..., a to je aritmetička progrecsija diferencije d = 4: —0 = 
=8t—dza=liz—Bn=...=4rn= 
= 2-2n (vidi sl. 9). rap 
(a=2) 


Primijetimo još, da lincarna funkcija 
rod 9% tuj. r=a9, predočuje u polar- 
nim koordinatama Arhimedovu spiralu, 
dok linearna funkcijayod»x,t.j.y =ax, 
predočuje u pravokutnim koordinatama 
pravac kroz ishodište. 

Prelazimo na izračunavanje  jed- 
nadžbe tangente na Athimedovu spiralu 
r =a u točki F7, amplitude 09,. Kao 


Računamo prema (21): 


r=a9 ft=49, 


"=a ri=2 
Uvrštenje u (21) daje. SI. 9. 
i anje djed ju g 
y—ag, sin 9, NEEE EK. (x —a%2,C0s 9,) 
ili 
; a(p, + 1g 79:1) 
—ao,sSino => > (x —a (9, C0S « 
y ? ? a(l = tg 2) P 2) 


ili, ako svedemo na zajednički nazivnik 


sl — atg 9) — a gin p(I— pg) =(9, + 8 pi) — (91 + 12 1) +2 71 COS, 


Odatle uzevši u obzir, da je tgg, = 2-2, dobijemo 
COS 9, 


COS (9; — (P1 SiN Pa 


COS Pa — 1 SIN (Pa a, sin 9, 


COS &?, COS 
— 01008 Gu + Sin ga P1C0S i + SIN i cos o, 
COS 9, q COS 9, 
ih 
Y(COS ?, — #?1 Sin 91) — 2 0,SiN Pi COS O, + 4 QiFSiNn*9i = 
= (21 COS 9, + Sin Qi) X — 4 pi? COS*2, — a g, SiN (9, COS Py 
a odatle: 
V(COS Py — 1 SiN 21) — (91 COS x, + Sin P)x + a pi(Sin? g, + cos" 9,1) =0 
i konačno: 


(Sim py + ?1 COS 9,1) X — (COS Q, — P, SiN 1) y — a pij 
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To je tražena jednadžba tangente na Arhimedovu spiralu r =a 
u točki T,(p:). 


Za naš slučaj r = 2 4, na pr. za točku T, amplitude 9, = < imamo: 


sin g, = sin 5 = sin 30% = 5- = 0,5 
VE. dg 

COS Qi = c0s = ze —5- = 0087 
a=2 


Uvrštenje u jednadžbu tangente daje: 
(0,5 + 0,52 :0,87)x — (0.87 — 0,52 :0,5)y — 2:0,27 = 0 


ii 
0,95 x — 0,61 y — 0,54 = 0 


a u eksplicitnom obliku: 


_ 0,95 _ 0,54 
27 361* 061 
ili 
y=1,56x—0,89 
(vidi sl. 9). 
Izračunajmo za vježbu i kut B za tu točku T, (> = 3) . 
Prema (23): 
gi=A=o, a za točku T(e=3) 
a 6 
tg Bu = 0, =5=052 
Odatle: 
Bi=-27,5" = 27"30 
(vidi sl. 9). 


Izračunaj za vježbu jednadžbu iste tangente po formuli (24). 
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2. Napiši jednadžbu tangente na hiperbolnu spiralu r = Z u točki T,(y = 91). 


Uzevši da je konstanta a jednaka na pr. 10, izračunajmo nekoliko točaka spi- 
rale i narišimo je (vidi sl. 10). 


0 . nema smisla, ali ci 19 = o 
o 
45" = = . = 12,73 
4 
90" .. = 6,36 
ip 
10 10 
180* S au 
10 0 
270" 3n gro i 2,12 
2 
L Mom. 80-74. 
360 Sanu“ 1,59 


Iz naših računa, iz slike 10, a također iz lim 2 bt vidimo, da hiperbolna 
spirala teži polu 0, kad teži u beskonačnost. Kaže se, da je pol O asimptotička 
točka hiperbolne spirale. 


Odredimo sada, čemu teži ordinata 4 
y hiperbolne spirale, kad e teži nuli. ' Asimptota yza 


a : 
r=—]/.sine 
? o 
, sin o 
rsng=a-—— 
š | 


Uzevši u obzir, da je r-sino =y, 
prijeđimo na limes pustivši, da & > 0: 


Polarna 05 


Sl. 10. 


imy=a. im =a.-1=a (vidi Dio I. $ 7). 
#—0 +—0 ? 
Vidimo da ordinata y teži k a, kad o teži k nuli (vidi sl. 10), tj. y = a je asim- 
ptota hiperbolne spirale, dok u polarnim koordinatama njena jednadžba glasi: 
a 
sin 


== 


(vidi dio 1. drugo izdanje, $ 9). 
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Primjećujemo još, da razlomljena racionalna funkcija r _ predočuje u 


polarnim koordinatama hiperbolnu spiralu, a u pravokutnim y = p: — istostranu 
hiperbolu. Odatle potječe naziv spirale — hiperbolna. 
Prelazimo na računanje jednadžbe tangente na hiperbolnu spiralu r =3 


u točki T, amplitude 0,. 
Računamo prema (21): 


a a 
i*= = "== 
7 Pa 
, a č a 
Košta Mn asa 
&p* Pu 
Uvrštenje u (21) daje: 
= tg ? 
-— -_ ri t 1 
ši ŽEsne = € x— cos) 
Pi KR) = tg U 
Pio 
ili 
RER ih do 
_ asin g _ I 2005 B) 
Pu i Pi 
SEE 
o, 8% 
ili 
_ asin g: _ _ P1COS?1— Sin \p; («—<**) 
Pio--oCos 0 + P5iN 1 Pi 


ili 
asin 9, Cos 9, 


se —asin?19, “e (2, COS 9, — Sin (21) X — 
1 


(COS P, + 1 Sin Pi) — 


a sin (9, Cos (21 
Pi 


—acos?«, -+ =0 


i konačno 
(P1 COS , — Sin 91) x -+ (Cos 9, -+ pisin gi)y —a=0 


tražena jednadžba tangente na hipcrbolnu spiralu == u točki 


T(P,). 
3. Napiši jednadžbu tangente na logaritamsku spiralu r =e% u točki 
TP = P,). 


Konstruirajmo spiralu uz a = 1. 


t r=ev 


e 
=ac o=arc 57,3 si=e==2;12 


0 
1 
2=arc2p =arc114,6" € 7,39 
3=arc3p =arc171,9 e€*__ 20,09 


. . . . . . . . . . . 


—il=arc(—p) e!= — tis 
. oči 

—2=arc(—2,) «= =0,4 

—3=arc(—3p) = 20,05 


Osim toga vidimo: ako ? prima redom vrijednosti 0, 27, 4x, 67, ..., r prima 


e ; : iz S S en 
vrijednosti 1, €", ei", e%,,.., a to je geometrijska progresija kvocijenta g = ; das 
en : za A : : Pa : 
ad do = e", t.j. radijvektori logaritamske spirale r = e22, koji pripadaju 


istoj polnoj poluzraci, članovi su geometrijske progresije kvocijenta q = e?a" 
(vidi sl. 11). 
Da pokažemo još jedno svojstvo logaritamske spirale, izračunajmo prema (23) 


l 
B=arctg za konstanta 


>. 
< 


1. ). tangenta na logaritamsku spiralu zatvara s radijvek- 
torom u svim točkama spirale stalan kut B ili, drugim 
riječima: sve polne poluzrake sijeku logaritamsku spiralu 
pod istim kutom f. 


/ 
Odredivši za zadanu logaritamsku spiralu taj stalni g 

kut (8, možemo za uzete po volji kutove o izračunati pri- E 

padne r, pa prema navedenom svojstvu logaritamske spi- 

rale konstruirati tangente u tim točkama spirale, a i samu o 

spiralu. SLr 


Prclazimo na račun tangente prema (21): 
r=e% 3; rn=em 
"=ae% ; ry =aem 

Uvrštenje u (21) daje: 


š 02%: +|- ae [go 
— es. 5s =. [X 2]. COS 
y PE irekn Qesni — en Tu %) 


3 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 33 


ili 
1 > at 21 


ra gm 


y—e%.sin pi = 
ili 
— en .sin — cos g, + asin g, (x — e cos 9.) 
» P= cos g —sSin g, oh 
ili 
y(acos 9, — sin «9,) — aessi sin «py COS (g, + esmisin* 9, — (cos o, + asin Q1)x + 
+ e. cost 9, + ae sin o, cosY, = 0 
ili konačno: 


(cos ?, -+ asin g1)x + (sin g, —acos p,)y — es: = 0 


Jednadžba tražene tangente na logaritamsku spiralu r=e# u 
točki T,(,). 


Izračunajmo još kut B za spiralu r = e». 
Prema (23): 


Odatle: 
B=45" 


Sve tangente na spiralu r =e* zatvaraju s radijvektorima povučenim u 
dirališta kut B = 45* (vidi sl. 11). 


$ 4. Zakrivljenost krivulja 
1. Zakrivljenost kružnice 


Iz slike 12 vidimo, da je zakrivljenost kružnice stalna u svim točkama iste 
kružnice i da je zakrivljenost to _ veća, što je polumjer kružnice r manji. Drugim 
riječima: zakrivljenost & kružnice obratno je 
razmjerna njenom polumjeru r, t. j. 


= S == konstanta (25) 


zakrivljenost kružnice polumjera r. 


Pravac možemo smatrati kružnicom polu- 
mjera r=oco, pa je zakrivljenost pravca k =0. 
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Zakrivljenost možemo također mjeriti kutom zaokreta tangente. Od točke T, 
u kojoj kružnica ima tangentu t, prijeđimo na neku susjednu točku T, kružnice 
s tangentom r,. Kako se vidi iz slike 13, tangenta se kod toga zaokrenula za kut Aa, 
koji je jednak središnjem kutu TST,. Označivši duljinu luka TT, s As, imamo: 


As=rAa]/ : Aa (vidi Dio I. $ 4) 
As * 
km 
ili recipročno: 
1_ Ae 
7+. As 


SL'Ta: 


Kako je s k, dobili smo nov izraz za zakrivljenost kružnice: 


k= Ra ata quia lila = konstanta (25a) 


2. Zakrivljenost krivulje zadane u pravokutnim koordinatama 


a) Jednadžba krivulje zadana je u eksplicitnom obliku y = y(x) 


Za sve krivulje osim kružnice zakrivljenost nije stalna, već se mijenja od točke 
do točke, ona je, dakle, funkcija od x. Prema tome odredimo zakrivljenosti zadane 
krivulje y = y(x) u jednoj zadanoj točki T apscise x. 

Postupajmo kao kod kružnice, t. j. odre- 
dimo prema (25a) kut zaokreta tangente i pri- 
padni luk. 


ud ; Ba “4 NE 
Prema slici 14 imamo: Po ali to nije vi- 


še zakrivljenost zadane krivulje u točki T ap- 
scise x, već samo srednja zakrivljenost 
luka TT, krivulje, jer vrijednost tog kvoci- 
jenta ovisi ne samo o zadanoj točki T, veći o 
po volji uzetoj točki Ti. 

Da dobijemo pravu zakrivljenost kri- 
vulje y =y(x) u točki T apscise x, koju ćemo 


: : Rota: 
slično kao kod kružnice označivati S -—,. pam- 


teći, da p nije konstanta već je funkcija od x, pustimo da točka T, idući po 
krivulji teži prema točki T, t. j. pustimo da As teži nuli, i odredimo grani- 


čnu vrijednost kvocijenta e 
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Tada je 
=ln == (a) 


tražena zakrivljenost krivulje »y(x) u točki T apscise x. 
Odredimo sada da i ds. 
i jao slici 14 a je kut, što ga tangenta £ u točki T krivulje zatvara s + osi X, 
akle je: 


y(x) =tga 
odatle 
a =arctgy(x) 
Diferenciramo: 
l ; l iš y"(x) 
d => Zi =-_ ć = ER . 


Za kvadrat diferencijala luka imali smo već formulu (3): 


dst = dx? + dy? 
Odatle: 


dy? 
#.— dza ske 
ds = dx (1 q 2) 


dy : 
ds =|1+(—> dx? 
dx 


a kako je = =y'(x), dobijemo konačno 
ds= \(1+y"(x).dx (c) 
Uvrštenje (b) i (c) u (a) daje: : 


< ti y"(x)dx 
e [P+y"QE]VT+y"(x)-dx 


ili 


ili 
l y"(x) 
E E 8 o ME 26 
NJE TSOD 09 
To je zakrivljenost krivulje y(x) u točki T apscise x. 
ia ) 
Uzmemo li ispred drugog korijena predznak ++, predznak zakrivljenosti a 


ovisit će prema (26) jedino o predznaku y"'. Prema tome krivulja ima u nekoj svojoj 

točki T pozitivnu zakrivljenost, ako je u toj točki konkavna (kao na sl. 14), odnosno 

negativnu zakrivljenost, ako je u toj točki konveksna (vidi Dio I. $ 16, 3). 
Primijetimo još, da u točkama infleksije krivulja nije zakrivljena, jer je u tim 


točkama y“ = 0, pa je prema (26) zakrivljenost = = 0. 
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Uzmemo li recipročnu vrijednost formule (26), dobijemo: 
[1 + y*(x)Vh 
ni (27) 
ž y"'(x) 
To je polumjer zakrivljenosti krivulje y =y(x) u točki T ap- 
scise x, koji ima naravno isti predznak kao i zakrivljenost š ,» ali se obično uzima 


po svojoj apsolutnoj vrijednosti. 
Ako je y'(x) tako mala veličina, da je možemo zanemariti, formula (26) prima 
jednostavan oblik: 


1 
—<y"(x) 
e Da 


t. j. zakrivljenost krivulje u nekoj njenoj točki približno je jednaka vrijednosti 
njezine druge derivacije u toj točki, ako joj tangenta zatvara malen kut s osi .X. 

Na pr. progib opterećene grede praktički je uvijek toliko malen (ne smije 
prekoračiti '/,, duljine grede), da tangente na elastičnu liniju, t. j. na savinutu 0s 
nosača (spojnicu težišta poprečnih presjeka grede), zatvaraju sa spojnicom ležaja 

. Lj * H 1 .. 

grede vrlo malene kutove 0, pa je y' (x) =1g0_0,a zakvivljennat:=“ =y. Ta 
formula se uvijek upotrebljava u čvrstoći za određivanje jednadžbe elastične 
linije nosača. 

Iz teorije savijanja poznato je, da je zakrivljenost grede u nekoj njenoj točki 


gdje je M moment savijanja grede, a EI njena krutost. 


Uvrštenje s y" daje: 
P 


.. jE M 
x E) 
ili 
diy_ M 
ds F1 (8) 


To je diferencijalna jednadžba elastične linije nosača. (Primjer za elastičnu 
liniju vidi dalje $ 10, 3). 

Primjeri 

1. Odredi zakrivljenost i polumijer zakrivljenosti lančanice y = ch x u nekoj točki T po 
volji apscise x. 

Računamo prema (26): 


y =chx 
y =shx 
y=chx 
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Uvrštenje u (26) daje: 
iili ch x 


o Va Fshix) 


a kako je VI + sh'x = ch x [vidi Dio I. formula (62)], imamo: 


E: ch x 
o och'x 
ili 
1__1_ zakrivljenost lančanice u nekoj točki 
po oCh'x  T apscise x. 
Odatle je: 


p=ch*x polumjer zakrivljenosti u toj točki T. 


2. Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti parabole y* = 8 x u vrhu i u gornjoj kraj- 
njoj točki parametra 2p = 8, t. j. u točkama 0(0,0) i T, (2, 4) (vidi sl. 15). 
Računamo prema (26): 


;-2_v 
2Vx x 


SL. 15. y=— 


Uvrštenje vrijednosti dobivenih za y' i y"“ u (26) daje: 
Teza mE \2 
S VE hem == 
e 2x vz (1+2) VET PET a CR) 
a xVx 
--marg vero 


Dakle: 
1 


1 
P V2(x + 2)? 


To je zakrivljenost zadane parabole u bilo kojoj točki T apscise x. 
U vrhu 0, t. j. za xy = 0 dobijemo: 


#—VEaraA va“ mar 
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Dobili smo za zakrivljenost X negativnu vrijednost, jer je zadana parabola u točki T, kon- 
veksna. Da smo tražili zakrivljenost u donjoj točki T, (2, — 4) parabole, morali bismo ispred 
drugog korijena uzeti predznak minus, da dobijemo za — pozitivnu vrijednost, jer je parabola 
u točki T, konkavna (vidi sl. 15). i 

Polumjer zakrivljenosti g, u točki T,: 

&,=8V2= 1131 (vidi dalje sl. 18). 


b) Jednadžba krivulje je zadana u parametarskom obliku 


=at) 
t<tsšt 
y=y(t 
Prema (26) 
kt dudi a 198 
e [1+y"(x)F: 
računamo: 


Kako je prema (17) 


_y(u) 
f(x) =y(x) "(0 
imamo: 
" po) (0) +sy(6) 
Paka sonj ' oZv) 
Odatle 


U +yoa)m 0 


ili ako uvedemo Newtonovu oznaku: 
rl)=x; y() =y 
dobijemo: 
x2 sE 02 )3): 
grba (a) 
x3 


Sada računamo brojnik formule (26) za E 


(1 +y%(x)P:= 


y (x) = e #3 = prema (1 la) r= dx Sim (x)] = dx nivo) 27) > Kid (279) s 


= prema (9) = g O SE] 


= : : ž = iv a o ZO G= pa (06 
= uzevši u obzir, da je dx = x'(1):dr = šaarš. Aaaa 
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ili konačno, ako skratimo s dt: 


110) s (U -9(0) — (1) (1) 
vi) ij —— (29) 
a uz Newtonovu oznaku: x"(q)=x i y (u) =y itd. 
". x. v— y- x 
ya)="2_2 (29) 
x3 
Uvrštenje (29) i (a) u (26) daje: 
M. i (30) 
Poo(aR+gyiju 
To je zakrivljenost krivulje, kojoj je jednadžba zadana u para- 
metarskom obliku * — ala) u nekoj točki parametra 1. 
stu 
Recipročna vrijednost formule (30) daje pripadni polumjer zakrivljenosti: 
ka kapaka 
= koka s lo (31) 
xy —yx 


Primjeri 


3 ag A A m mis oi odio 
1. Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti krivulje ine u nekoj točki 7 para- 
metra £. 


Računamo prema (30): 


Uvrštenje u (30) daje: 


a odatle je: 
= a2 


6t 


Na pr. u točki T, parametra t, = 3, 1. j. u točki T, (x, = 3,9) = 3% = 27) zakrivljenost 


1 623 18 18 
= > = oo S —eo— 4 
Pio (1 4+9-+3%)% 730%: 19700 Goi 
a polumjer zakrivljenosti: 


Pi = Be = 1094 


8 aiehko 
Računaj pomoću logaritamskog računala! 


Nariši zadanu krivulju iz 5 =; a dajući z vrijednosti po volji. Dobit ćeš kubnu parabolu, jer 


uvrštenje | = xuy = 1: daje y = 2" (vidi Dio I. sl. 31). 
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2. Odredi polumjere zakrivljenosti elipse 


x=acost 
y =bsint 


O0Z=t<2= u njenim vrhovima, 


t.j. u točkama A (t= 0,8 (1= 2), c(: S 3)» D(r= 27) (vidi'sl. 161 Dio 1.5.5, 2). 


Računamo prema (31): 
x = acost; x= —asint; x=—acos!t 
y=bsntjy=best; y=—bsint 
Uvrštenje u (31) daje: 


(a* sin? t + 8? cost 1)» 
+asint +bsint + bcost +acost 


p= 


_ (a?sinšt + btcos? i)“ (a*sin*t + b*cos? tla 


7 absinčt kabcosš't = ab(sinžr + cos2t) 
ili 
_ (at sin?t + bt cost 1)“le 
i ona aja 
ou vrhu A (r= 0) : sin? 0 = 0, cos? 0 = 1 
bd? 
a fašri 


pu vrhu Bfr= m) isintz=0costz=(—1)=1| 


b3 


U idr 


b? 


a 


e u vrhu cf: = 5): sint E = 


pu vrhu Dl: = 7): didi 


2 


a 
Po = ZK == 
(vidi sl. 16). 


a? 
b 


(>1)?=1; cost 0 


Dobili smo poznate formule za polumjere zakrivljenosti u vrhovima elipse, a opišemo li iz 
točaka S, i 5,, odnosno iz S, i S, kao središta kružne lukove polumjera S,A = S,B, odnosno 
S, € = S, D dobijemo poznatu približnu konstrukciju elipse (vidi Repetitorij elementarne ma- 


tematike, IV, 89). 


3. Zakrivljenost krivulje zadane u polarnim koordinatama r ="1(97) 


Da odredimo formule za zakrivljenost ../ i polumjer zakrivljenosti p krivulje, 


kojoj je jednadžba zadana u polarnim koordinatama r = r(g), uvrstimo u formulu 
(30) t = 0, jer je r kao i o nezavisna promjenljiva, o kojoj ovise x i y, pri čemu 
prikažemo derivaciju u obliku diferencijalnog kvocijenta, t. j. mjesto x'() pišemo 


ž 
x(9) = 2 mjesto y"'(r) pišemo (0) = A =a 
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U tom slučaju formula (30) prima oblik: 
dx diy dy dix 


amo on i. 32 
* +691 ć 
do do 
Sada računamo sve derivacije u (32) prema poznatim formulama prijelaza od 
polarnih koordinata na pravokutne: 
x=r1c0 o 
y=rsino 


pri čemu pamtimo, da r nije konstanta, već je funkcija od 9, L. j. r = r(9), pa deri- 
vacije računamo po pravilu produkta: 


X==rcC0s 9? 
dx < dr 
ai, dd ko (a) 
Mk rcos # —sin Me + cos dea sin 
: dot“ Map o mo 
ili 
d'x 3 dr dir 
ap g amng go be (b) 
y =rsin o 
dy _ : dr 
da e Tema“ (c) 
dy : dr ž dw dr 
ga a e g PZA a 
ili 
dž ; dr ž džr 
dara np iki ns (d) 
Uvrstivši (a), (b), (c) i (d) u (32) i uredivši dobijemo: 
1 = r(g) + 2r(9) — r(Q9) + r"(9) (33) 
P [r*(P) + r*(p)P: 
zakrivljenost krivulje r = 1(0) u nekoj točki amplitude o. 
Odatle je: 
'2)3 
TE ed dai do (334) 


“Arhri=rr 
pripadni polumjer zakrivljenosti. 
Primjeri 
Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti u nekoj točki amplitude g: 
1. Arhimedove spirale r = a o (vidi sl. 9). 


Računamo prema (33): 
r=aq; r=a; r=0 
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Uvrštenje u (33) daje: 
E, AP +28_. (HB ooo 2) 
oO (Sre) (eg! +D)  dlo*+ 1 
i Ere 
po oa(g' +1) 


+ _d(g*+1): 
gr +2 


Na pr. za 9 = 0 P=57- 


2. Logaritamske spirale » = €4% (vidi sl. 11). 
Na isti način: 


r=69); r=e% .-a=ar, jerje ew=r 


r"=a-r=aar=atr 
I _r+2atrt—r.afr_ r(1+a) 
2 (rt+atri, “mI +a')h 
ili 
7, KDE | U 
P rVi + a? 
Odatle 
 _= rVi + a? 


Na pr. za og=0 r=e0=e = | 


4. Središte i kružnica zakrivljenosti 


Povučemo li u točki T(x, y) zadane krivulje y = y(x) normalu na tu kri- 
vulju u smjeru njene konkave (vidi sl. 17) pa nanesemo li na tu normalu polumjer 
zakrivljenosti p, izračunat za tu točku prema 
formuli (27), dobit ćemo na toj normali točku 
S, koja se zove. središte zakrivljenosti 
krivulje u točki T. Središte zakrivljenosti 
S za točku T krivulje definira se kao granični 
položaj sjecišta normale na krivulju u točki T 
s normalom u jednoj susjednoj točki 7, kri- 
vulje, kad točka T, idući po krivulji teži točki 
T kao limesu. 

Ako oko točke S kao središta opišemo 
kružnicu polumjera , dobit ćemo kružnicu 
zakrivljenosti za točku T(x,y) zadane kri- 
vulje. Ta kružnica zakrivljenosti identična je SI. 17. 

s kružnicom oskulacije. Kružnicom osku- 

lacije u točki T krivulje zovemo granični položaj kružnice, koja prolazi točkom 
T i još dvjema susjednim točkama T, i T, krivulje, kad točke T', i T, teže točki 
T kao limesu (vidi sl. 17). 
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Kako kružnica oskulacije, a dakle i kružnica zakrivljenosti ima u točki T sa 
zadanom krivuljom, kako se kaže, tri beskonačno bliske zajedničke točke (dvije 
krivulje imaju u zajedničkom diralištu samo dvije takve točke), kružnica zakrivlje- 
nosti priljubljuje se uz zadanu krivulju pa je redovito dira i siječe, te je vrlo dobro 
aproksimira u okolišu točke 7'. 

Prema slici 17 lako možemo izračunati za točku T krivulje y = y(x) obje 
koordinate & i y, središta S kružnice zakrivljenosti, odnosno oskulacije. 

Iz pravokutnog ASAT' slijedi (ZAST =a kao kutovi s okomičnim kracima): 


x—ži=p-.sina 
=p.cosa 


- 
| 
< 


a odatle je: 
Čč=x—psina 


N=y+pcosa (a) 


Izrazimo sada sina i cosa pomoću tga =y'(x). Prema poznatim gonio- 
metrijskim formulama (vidi Repetitorij elementarne matematike) imamo: 


2 "m: 
A. U ikga=l) dema 3 
sin“a ig*a Ig*a Kr 
1 
= ! 2 = dk aš 
orao l+tgla =13 
a odatle: 
y » 
sn.= === 
I+yi (1 +y7) 
E ' (b) 
Cosa = "Viri IJA e “aIryh 
Uvrštenje (b) u (a) daje: 
m rame kh 
& x Pa Hy?) 
(34) 
VT ATI 
a 
ili, ako još uzmemo u obzir, da je prema (27) op = ke dobijemo: 
f ia 
šas=# = o) 
(344) 


l 4+ y? 
.. 


n=y(x) + 


To su koordinate središta S kružnice zakrivljenosti za točku T 
apscise x krivulje y = y(x). , 
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Primjeri 


1. Izračunaj koordinate središta zakrivljenosti S, i S, za vrh O(0,0) i točku T,(2,4) parabole 
y? = 8x i nariši obje kružnice zakrivljenosti (vidi sl. 15). 


U primjeru 2. točke 2, a) ovog paragrafa već smo izračunali za tu parabolu prvu i drugu 
derivaciju te smo dobili: 


2x x 
Uvrštenje u formule (34a) daje: 
V2 (i42 
asule =x+x(1+2 =3x +4 
V2 x 


2 , 
i# e (+2) ave ed 
x (x + 2) 2x V x 
=y,— =y— = =y— + 2) V2x 
LE BELI V2 E nn 
2x \ x 


a kako iz y? = 8x slijedi, da je y = \8x = 2\2x 


n=2V\ix—(x +2) Vžix=V2x(2—x—2) = —x\2x= — 29 


Imamo dakle: 


E£=3x+4 y=6x 
-— 53 
Za vrh O (x = 0) dobijemo: 
a. 
Pe ke#. |. SG 
Mo=0 | ' 
*5,(10,-4) 
a za točku T,(Xx, = 2): 
=6+4=|10 
ć * | S,(10, —4) 
n=—V28=— 


SI. IB. 


Na sl. 18 prikazane su obje kružnice zakrivljenosti. Vidimo, da u vrhu krivulje kružnica zakrivlje- 
nosti samo dira krivulju. 
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2. Isto za lančanicu y = ch x u točki T,(x, == 0). 


Prema (34) računamo: 

y=chx; y =shx; y =chx 
azax=0:%mn=1; mn =0 m=1 
Uvršitenje u (27) i (34) daje: 


_ (1+ 0) _ 


l 
Pi 1 


0 | 
| S(0,2) 


m=1+1 I=2 | 


' 


Sl. 19. Vidi sl. 19. 


5. Evoluta i evolventa 


Ako se točka 7 skliže po krivulji y = y(x) zauzimajući redom položaje T,, 
T, Ta itd. (vidi sl. 20), tada možemo zamisliti, da se zajedno s njome kotrlia 
po krivulji i pripadna kružnica zakrivljenosti, 
pri čemu se uvijek mijenja polumjer zakrivlje- 
nosti g primajući redom vrijednosti e,, Pe e: 
it. d., a također i položaj središta zakrivlje- 
nosti S — S,, S» S, i t. d. Središta zakrivlje- 
nosti S opisuju na taj način krivulju, koja se 
zove evoluta, a zadana krivulja y = y(x) 
obzirom na evolutu zove se evolventa. 

Prema tome može se ukratko kazatit evo- 
luta je geometrijsko mjesto središta 
zakrivljenosti zadane krivulje (evol- 
vente). 

Kako evolutu tvore središta zakrivljenosti 
niza uzastopnih kružnica zakrivljenosti zadane SI. 20. 
krivulje y =y(x), formule (34a) za koordi- 
nate središta zakrivljenosti daju istodobno parametarsku jednadžbu evo- 
lute za krivulju y =y(x), pri čemu je x parametar: 


REF TO ESTO) 
“ ma) 
; (35) 
za 1 +y*(x) 
n=y(x) + —s(x) 


Ako nam uspije ukloniti iz tih jednadžbi parametar x, dobit ćemo jednadžbu 
evolute u eksplicitnom mn = f(£) ili implicitnom F(E, 1) = 0 obliku. 
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Postanak evolvente možemo predočiti tako, da zamislimo nit namotanu 
na evoluti. Ako tu nategnutu nit odmotavamo ili dalje namotavamo, opisivat će 
krajnja točka niti, gdje je držimo, krivulju, koja je evolventa za zadanu krivulju 
— evolutu. Odatle potječe naziv »evolventa«, t. j. krivulja, koja se odmotava (vidi 
sl. 20 i 21). 

Kako nit, koju odmotavamo, odnosno namotavamo, može biti po volji duga, 


zadanoj evoluti odgovara bezbroj evolvenata, dok iz formule (35) vidimo, da za-' 


danoj evolventi odgovara samo jedna evoluta. 

Iz navedenog jasno slijede dva svojstva evolute: 

1. Tangenta na evolutu je normala na evolventu, 

2. duljina luka evolute jednaka je razlici polumjera za- 
krivljenosti, koji diraju evolutu u krajnjim točkama toga 
luka. $ 

Na pr. prema slici 21: 


T_Evovenrg 
/ E 


\J 


g 
#5, A mula 


fDli=P—ps DIs=P—p, Ltd 


Dh=po—e,. Sl. 21. 


Kako je u točki infleksije y" = 0, bit će prema (35): a ei toj. otočki 
infieksije evolvente odgovara grana evolute, koja ide u beskonačnost. Primijetimo 
još, da vrhu evolvente odgovara šiljak na evoluti (vidi dalje sl. 22 i 23). 

Ako je jednadžba krivulje (evolvente) zadana u parametarskom 
obliku: 

x = x(t) | 
y=o(1) | 


parametarsku jednadžbu evolute dobijemo iz formule (35), ako u tu formulu uvr- 
stimo izraze (17) i (299), u kojim su y' i y“ izraženi pomoću parametra £; 


(1 -. 2)? : 
kase supp 2 Eh 
* (xy—yx) xy—yx 
(1 LM 
= EE =y(t) + zlatko) 
kje vx = yx 
Prema tome je: 
E=x(u)— vla by) 
x 
y—yx Zi 
=y) a Zle") 
KxY==vx 
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x=x(t) 


pa. pri čemu je z 


parametarska jednadžba evolute za krivulju 


parametar, a sve su derivacije uzete po £. 

Zada li se jednadžba krivulje (evolvente) u polarnim koordinatama. 
r=r(Q), dobijemo parametarsku jednadžbu na način naveden u točki 3. ovog 
paragrafa: 


(r*+r") (r'sin e + rcos o) 
rbd 


(r*+r) (rcoso—rsin o) 


E=rcos9?— 
(37) 


u=rsino + 


Parametarska jednadžba evolute za krivulju r=:(9); 9 je para- 
metar, pa su sve derivacije uzete po 9. 

Uklonimo li iz jednadžbi (36) i (37) parametar r, odnosno %, dobijemo jed- 
nadžbu evolute u običnom obliku, t. j. u obliku 4 = f(£), odnosno F(£, 1) =0, 

Primjedba: Nije moguće dati postupak, koji bi vrijedio za sve slučajeve, 
da se jednadžba evolute dobije u obliku s = f(E), jer taj postupak ovisi o obliku 
zadane jednadžbe evolvente. ipak u mnogim slučajevima dolazimo do cilja na 
slijedeći način. 

Korak 1. Računamo & i 1. 

Korak 2. Obje jednadžbe rješavamo po x i y, odnosno po 4 i r, izražavajući 
ih pomoću ć i m. 

Korak 3. Izraze za x i y, odnosno o i r, dobivene na taj način, uvrštavamo 
u jednadžbu zadane krivulje — evolvente. 


Primjeri 


1. Odredi jednadžbu cvolute za parabolu: 


M= 2px 
Korak 1. Prema (35) računamo: 
— 1 p 
»= \2px . "=. 2p = —— 
> dag \2px V2px 
U 2? 
3 Pp E Vas 2p Lu ši 
Fae 2px 2px \2px 
Uvrštenje u (35) daje: 
p? ) 
1 >— “ 
Eg »( " 2px =a p(2px > p*) 2px 
di o SET “aL ŠER TT E 
\5px pa 2px: p 
2px \ 2px 
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E=3x+p (a) 
2 
1+ a. 
ja 2px _ (2px + p?)2px\ 2px 
n=»- ir zy— cE Pvee 
MR: 2px >* pt 
2px \2px 
a kako je 2px =)% a |2px =y, imamo 
gey EEA drp —gd 
p* p* 
y? 
sedi (b) 
ili 
_ — Vlop) 
ge: p? (g) 


Jednadžbe (a) i (c) daju jednadžbu cvolute zadane parabole u paramctarskom obliku, x je para- 
metar. : 


Korak 2. Iz (a) i (b) računamo: 


—p»+E 
iji. 2 


(d) 
= —(p.n)s | 


Korak 3. Jednadžbe (d) uvrštavamo u y? = 2px: 


(prnhi= EP) 


Kubiramo: 


odatle 


8 
= Zp 


ili ako mjesto £ pišemo x, a mjesto 1 pišemo y: 
8 
saz) 
"= (x—p) 
To je tražena jednadžba evolute za parabolu y* = 2px. 


Ta krivulja nosi ime polukubne (semikubne) ili Neilove parabole. 


4. B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 49 


Njen šiljak je u točki S (2,0), jerjeza O (0,0) E=piqn=0 
prema (a), odnosno (b). Vidi sl. 22. 


2. Odredi evolutu za elipsu 82x? + a2 y? = a?b? 
Korak I. Napisavši jednadžbu elipse u eksplicitnom obliku: 


»= 2 Vasa (a) 


računamo prema (35): 


SI, 22. 


Uvrštenje u (b) daje: 


EE s. (o) 


Odatle: 


Uvrštenje (c) daje: 


2 b? bat b* ažy? + bix“ 
"=—gyb+5)7-a Š z 
ašy ay ažy?* ay 
a kako je 
b'x2 + a?y? = a?b* (jednadžba elipse) 
dobijemo: 
» b* 
"-—gy m 


Uvrštenje (c) i (d) u (35) daje: 


Odatle: 


x(aty? +b'x?) 
hE 


_,_(0r+bxy 
ner zida 
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Uvrstimo li u prvu jednadžbu y = 2 Vat— xž, a u drugu x = zve= 2, dobijemo: 


ili 


Korak 2. Odatle: 


x [a*. 2 (a'—x9 + bix?) 


b=x pe aibi 
> Žž 
[ay + b*- FS (8*—y%)]y 
== “a: bi 
.= x(a*b*—a2b?x? + b*x?) 
“ed og 
= (ty +atbt —a?biyt)y 
k Ta" AB rao“) 


atb'x—a*btx + a*btx* — bi x* 


atbt 
. a3blty—a*y*—a?bty +a?b?y? 
" aii GV 
pr_(G—b)xe 
“ as 
a 
(a? — b?)y? o 
mje bi 
ate \i 
“a (Fa 


ili ako uvrstimo a?—b? = 


Korak 3. Uvrštenje u diri i elipse: 


3% 
4 ko l 
daje: 
1 (E) btn\š _ 
e bi la 
ii konačno: 


To je tražena jednadžba elipsine evolute. 


e?, gdje je e linearni ekscentricitet elipse, dobijemo : 


SI. 23. 


Kako se vidi iz slike 23, ona ima četiri šiljka S,, S2, Sg i Se koji odgovaraju vrhovima A, 


B, C i D elipse, pri čemu je AS, = BS, = 2, a CS, = = DS, = 


primjeru 2 točke 2, b) ovog paragrafa. 


, kako sme to pokazali u 
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Pomoću jednadžbi (a) možemo izraziti jednadžbu elipsine evolute u parametru £t, t. j. u 
parametru, u kojem jednadžba elipse glasi: 


x =acost 
y=bsint 


(vidi Dio I. $ 5). 


Oz=t<2r 


Uvrstimo li te jednadžbe u (a) i uzmemo li u obzir, da je a? — b? = e?, gdje je e linearni ckscen- 
tricitet elipse, dobijemo zamijenivši E s x, a q s y parametarsku jednadžbu elipsinc evolute u 
obliku: 


e 
sa Ovi 
0Ztr<2r 


e. 
»=z sme 


(y je uzet s predznakom +, jer £ računamo od -+ osi X idući protiv kazaljke na satu). 
3. Odredi jednadžbu cvolute za cikloidu: 


x=r(t—sint) 
(vidi $ 2, primjer 2). y=r(1l—cos!) 


Obzirom na (36) računamo: 
x=r(1—cost) x =rsint 


y=rsint y=rcost 
Uvrštenje u (36) daje: 


2 ; r sin e [r%(1— cos t)* + r? sin? 1] 
po tgedn)= r8(1—cost) cost —rfsinž; 


r(l—cos 2)[r?(1—cos 1)? + r? sin? £) 
harfi oi)eE r3(1—cost) cost —r? sin? z 


Odatle 
ž .1=—2cost + cos? t + sinž e 
i ae as i 
m (I—costj) (1—2coss + cosžt + sin? 1) 
zam Ni nr COS 1 — cos2 1 — sin? £ 


a kako je sint + costt = 1 dobijemo uz zajedničke nazivnike: 


plcost—sintcost—1 + sint —2sint + 2sinrcos1 


dj cost— 1 
z zu #61 — cos )(2—2cos 1) 
A —(1— cos 2) 


ili 
š t(cost—1) + sin:(cost— 1) 
cost — 1 


i= 


1=—r(—1+cost +2—2cos:) 
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i konačno 


(a) 


E=r(t+sint) 
= —r(l—cos:) 


To je tražena parametarska jednadžba evolute za običnu cikloidu. 


; Izvršimo prijelaz od našeg koordinatnog sustava &£O"q na novi koordinatni sustav XOY. 
kojemu su osi usporedne sa prijašnjima, a ishodište je pomaknuto u točku O (—zr,—2r) 


Prema slici 24 imamo: 
b=x—rsr ,nq=»—2r (b) 
Uvedimo i nov parametar: = 1+ m, a odatle je: 
t=r"—rs &) 
Uvrštenje (b) i (c) u (a) daje: 


X—>=sra=rl'—z+4sin('—rm)) 
y—2r=—r[l —cos(t'— z))] 


a odatle imamo: 


X—=mr=r—smr—rsni 


y>=2lr=—r—rcos 

ili 
x=r('—sinr) SL 24. 
y=r(I—cosr) 


Usporedimo li jednadžbu evolute u tom obliku s jednadžbom zadane cikloide (evolvente), vidimo, 
da je evoluta cikloide opet cikloida, pri čemu je kružnica, koja je izvodi, identična s izvodnom 


kružnicom zadane cikloide (vidi sl. 24). 
4. Odredi jednadžbu evolute za logaritamsku spiralu r = e? (sl. 11). 
Korak 1. Prema (37) računamo: < 
rme? z rmeP=r, rm=e=r 


Uvrštenje u (37) daje: 


2r% (rsin g + r cos 
Erosp— TR res o) 


; 2r? (rcos # —rsin o) 
n=rsine + Ta moramko < 2 


Odatle: 
E=—rsino (a) 
n=rcose 


To je evoluta logaritamske spirale r = €9 u parametarskom obliku, & je parametar. 
Korak 2. Iz druge jednadžbe imamo: 


ja n 
Cos 

Uvrstimo u prvu: 

E=—ntg? 
Odatle je: 

so=—Ć 

n 
pa je ž 
*=arete(—7) (b) 
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Kvadriramo li i zbrojimo obje jednadžbe (a), dobijemo: 
£2 + 1? = r?(sin? o ++ cost 0) 
r= Vira? (e) 
Korak 3. Uvrštenje (b) i (c) u r = e? daje: 
VET = ore (—7) 


ako tu jednakost logaritmiramo po bazi e, dobijemo: 


In VET + of = arctg (— £) (d) 


To je tražena jednadžba evolute za logaritamsku spiralu r = e? u pravokutnim koordinatama. 


Izvršimo prijelaz na novi polarni koordinatni sustav, koji dobijemo tako, da polarnu os 
zaokrenemo oko pola O za 270% (vidi sl. 25). 


U tu svrhu uvrstimo o = 270 + u poznate formule: 
x=E&=rc0sq 
y=qn=rsino 
Dobijemo: 
E =rcos(270% 4+ 0) = rsin o 
n=rsin(270% + 9) = —r cos o 


To uvrstimo u (d) uzevši u obzir, da je 


€. vadi. i 
o —rcos u 
In Vrž sinž + rtcost = arc tg (tg Y), 
SI. 25. a kako je Vr?sinžb + ržcosčb =r, a arctg(tg 9) = 6 (vidi 


Dio I. $ 6) dobijemo: 
lhr= 


Odatle po definmciji logaritma imamo: 


r=e, gdjeje U = 9—270 


To je opet logaritamska spirala, koja je sukladna sa zadanom (evolventom). Evoluta logaritamske 
spirale je dakle ista logaritamska spirala zaokrenuta prema evolventi za 270%. 


$ 5. Neodređeni integrali 
1. Pojam neodređenog integrala i primitivne funkcije 
Dosada smo zadavali funkciju, na pr. sin x, pa smo tražili njenu derivaciju: 
D,sinx = cos x ili njen diferencijal: dsinx = cosx-dx. Sada ćemo problem 
okrenuti: zadavat ćemo diferencijal funkcije, na pr. dsin x = cos x dx, a tražit 


ćemo funkciju samu. Drugim riječima, vršit ćemo inverznu (obratnu) -operaciju 
od diferenciranja, Ta se operacija zove integriranje, a označuje se znakom 
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integrala (. Integriranje je dakle inverzna operacija od diferenciranja, kako je na pr. 
oduzimanje inverzna operacija od zbrajanja, dijeljenje - od množenja, vađenje . 
drugog korijena - od kvadriranja i t, d. 

Znamo, da jedna veličina ne mijenja svoje vrijednosti, ako nad njome izvr- 
šimo redom dvije operacije: direktnu i inverznu, ako je na pr. pomnožimo, a zatim 
podijelimo istim brojem. Slično tome će i funkcija ostati bez promjene, ako je 
diferenciramo, a zatim integriramo. Prema tome je na pr. 

fdsinx = sin x 
jer smo nad sin x izvršili redom dvije operacije: direktnu - diferenciranja (d) i 
inverznu - integriranja (f). S istog je razloga: 


Jdx=2 (38) 


fdf(x) =f(x). 


ili općenito 


S istog je razloga“ 
d[f(x)dx =f(x)dx 
D,[f(x)dx =f(x) 

Rezultat svake inverzne operacije kontrolira se uvijek pomoću pripadne di- 
rektne operacije. Na pr. V9 = + 3, jer je (++ 3)? = 9. Isto tako se rezultat inte- 
griranja kontrolira na taj način, da se taj rezultat diferencira ili derivira: Na pr. 

[cos x dx = sin x, 
jer je dsinx =cosx:dx ili D,sinx = cos x 

Vidimo, da smo pravilno izračunali taj integral, jer smo nakon diferenciranja 
dobili zadani diferencijal cos x+dx, a nakon deriviranja zadanu podintegralnu 
funkciju ili integrand cos x. 

Iz navedenog slijedi: izračunati integral za zadani diferencijal f(x)dx ili za 
zadanu funkciju f(x) znači odrediti takvu funkciju (x), čija je derivacija jednaka 
zadanoj funkciji f(x), t. j. 

[ f(x)dx = (x), ako je Dje(x) =J(x) 
Pokazali smo, da je f cos x dx = sin x, jer je D,sin x = cos x, ali je također: 
[cosxdx =sinx +C, 
gdje je C bilo koja konstanta, jer je: 
D,(Sinx + C) = cosx + 0 = cos x 

Iz toga vidimo, da svaki neodređeni integral sadrži konstantu po 
volji C-konstantu integracije, jer se ona gubi pri deriviranju. 

Općenito imamo dakle: 

[f(x)dx = g(x) + C 

Konstanti integracije C možemo dati bilo koju konstantnu vrijednost, ona je 

nepoznata, neodređena, a stoga se i integral zove »neodređeni«. 


Primitivnom funkcijom za zadanu funkciju f(x) zove se ona funkcija 
g(x), čija je derivacija g'(x) jednaka zadanoj funkciji f(x), t. j. o(x) je primi- 
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tivna funkcija za funkciju f(x), ako je g'(x) = f(x). Na pr. za funkciju cos x 
"primitivna funkcija je sin x + C, jer je D(sinx + C) = cos x. Isti rezultat smo 
dobili za f cos x.dx. 

Iz toga primjera, a takoder iz definicije neodređenog integrala i primitivne 
funkcije jasno vidimo, da se pojmovi neodređenog integrala i primitivne funkcije 
posve podudaraju, pa možemo kazati: izračunati neodređeni integral za 
zadanu podintegralnu funkciju f(x) ne znači ništa drugo, nego 
odrediti primitivnu funkciju za tu funkciju f(x).*) 


2. Osnovni integrali 
To su integrali, koji se ne računaju, već pišu po smislu, t. j. po definiciji 


integracije kao operacije inverzne od diferenciranja, odnosno deriviranja. Jedan 
od tih osnovnih integrala već znamo, to je: 


[cosxdx =sinx + C (39) 
Na isti način dobijemo sve osnovne integrale. s 
[snxdx=—cosx +C ' (40) 
jer je D,(—cosx + C) = sin x 
hdeće ke l : 
| COS*x ES i oi (I) 
jer je 
1 
: D(tg x + C) = POTATI 
dx I | 
| E ] ad = mare (s 
jer je 
: 4 
D ctg biku us C) — sinšx 
Također: 
[shxdx=chx+C (43) 
[chxdx=shx +C (44) 
(Pazi na predznak rezultata!) 
Kad 
NJE LE 5 
| thx --C (45) 
"dx 
J shx ora cth "Uška ja C (46) 


Prelazimo na jedan od najvažnijih ncodredenih integrala: 


+1 
| dr = A +C (47) 
n+1 


#4. *) Zapravo se ncodređeni integral definira nešto drukčije. O tome će biti riječ kod odredenih 
integrala. 
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jer je 
D (£5+e) = .a+1) Hea 
*\n+1 Feba mos 


Ta formula vrijedi za sve n cijele i razlomljene, pozitivne i negativne, ali ne 
vrijedi zan = —l. 


Jxda=|-a=[2- Ilnjx]|+c 
X X ' 
jer je 
Ddn x| +0)=—. 
U rezultatu uzimamo |x|, t. j. apsolutnu vrijednost od x, jer, dok je inte- 


rand -— definiran za pozitivne i negativne vrijednosti x, funkcija ln x definirana 
ze g U 


je samo za pozitivne x. 


Dakle: 
dx 
= lh|x|+cC (48) 
Primjeri 
xl+1 x2 
[sa = i prokac 


IVra=fsdar=T—=f—;-7-37+C 
Zato 
DB + 
fVrax= fabax = 2 Ze živać 
srat 


Nabi ZA 
+3 5 
4 dr 
PRE 1 9B 
i: 
4 
S bhirl+č 
x 
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sE =fx—3dr=- 3 
s —_3i+7 
[f-rte-5f--ii+e 
(s -4 ls 
Napišimo sada ostale osnovne integrale: 
Jedx=e+C (49) 
Primitivna funkcija za e“ opet je e*, jer je derivacija funkcije e“ jednaka samoj 
funkciji. 
ra = 50 
[aFdx ne +C (50) 
jer je 
l z 
ha=a 


i 1 
= arcsinx + C, jer je Dj(arcsinx + C) = —= 
Vi—a* 


_ de 
VI—x? 
ali također: : 


I==" 


a osim toga znamo, da je arcsinx = — arccos x + 3 [Dio I. formula (70). 


—arccosx ++ C, jer je izanozss hi = 
xy 


Vidimo, da je isti integral izražen na dva načina; praktički se najčešće uzi- 


(51) 


ma prvi rezultat: 
dx A 
=arcsnx+C (= —arccosx + C) 


= ja 
Na isti način dobijemo: 
da 52) 
Ira TEX +C (= —arectgx +C) ( 
[770m + 0) = dx + VI +x)+C 


(53) 


58 


1 
VI + x? 


Praktički se obično uzima drugi rezultat s ln (vidi Dio I. $ 6, 2). 


= će prek a ha Pe iptre (59 
= "ikog 


nz 


Kako derivacije funkcija Ar th xi Ar cth x imaju isti izraz 


jer je D,(Arshx+C) = 


dx 
=> > 
l—x Ji—#? 
ima dva rezultata već prema tome, da lije|x|<lii|x|>1. 


[rŽe-arme+0)=zmpiž+c (55) 


itoza|x|<1, jer je funkcija Ar th x definirana samo za |x| < 1 (vidi Dio I. 
$ 6, 2). 


== (Archx+C)=>mnfbi+cC (56) 


— x—1 


ito za |x|> |, jer je funkcija Ar cth x definirana samo za |x| > 1, 

To su svi osnovni integrali. Njih možemo lako naučiti napamet ukoliko ih 
vežemo s pripadnim formulama derivacija, Na kraju knjige nalazi se uz ostale 
formule i popis tih integrala i pripadnih derivacija. Taj je popis popunjen ni- 
zom drugih integrala, koje ćemo kasnije izvesti. Ti integrali nisu doduše osnovni, 
jer su iz njih izvedeni, ali njihovo znanje je također bezuvjetno potrebno, da se 
ubrza integriranje. 

Pazi! Znamo računati samo te osnovne integrale, pa se čitav postupak inte- 
griranja sastoji obično u tome, da se zadana podintegralna funkcija tako transfor- 
mira, da se raspadne na niz elementarnih funkcija, koje zatim integriramo prema 
formulama za osnovne integrale. 


3. Pravila integriranja 


Prvo pravilo. Konstanta, koja množi podintegralnu funkciju, stavi se uvijek 
ispred znaka integrala: 


Jk.f(x)dx = k[f(x)dx (57) 
Primjeri 
J4tdx=4[xdx=4.5=;/+C 


sin x l : 1 
["e=z [snxax=—zcosx + C 
[Sdx=5[/dx=5x+C 


Drugo pravilo. Integral algebarskog zbroja funkcija jednak je algebarskom 
zbroju integrala tih funkcija: 


JLfi(x) + fe(x)]dx = [ f(x) dx + [ f(x) dx (58) 
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Primjer 


LJ 
fGsonn+ Va Za Vax = Sfxtdx—3[xdx +3 [ta — 


—i s 2 (dx zaš. Zuko 
—8f/x—tdx—[x tda+ 3-/Č+V3[a=5 3 5+ 


Za 26.2 
+$ni=1+V3. xs-iat+ Vi + 2 Kb +3hlxl+xV3+C 


Kako nema formula za integriranje produkta, kvocijenta i po- 
tencije funkcija, treba sve te operacije, ukoliko je to moguće, svesti 


na zbroj, odnosno razliku funkcija. 


Primjer 
[lr—alčt,. [E=haraaa nimalo e, 
o 60x3. x+ iso MeV — 1251 _ 
1; jerokši z 
[ri=me ta 150% > xš + aš — 125x4 
ši i : 


< + 150x2+ 4+ — 125x4 
X 


= svaki član brojnika dijelimo s nazivnikom i integriramo član po član = 
=8[/x1—3dx—60f[xt—fdx +150[x'8—tdx—125f x*—tdx = 
= 8 [ xrv dx — 60 [ xtf dx + 150 [ xš dx — 125 [ x'%dx = 


10 15 30 5 


Treće pravilo. Pravilo supstitucije. 
Pokažimo to pravilo na nizu važnih primjera. 
[sin2xdx =? 
Najbliži osnovni integral je (40): 
[sin x dx = — cos x 
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Da zadani integral svedemo na taj osnovni, uvedimo supstituciju: 
dy= I (a) 


Čim smo uveli supstituciju £, treba s r izraziti sve x, koji ulaze u integral, 
a također dx. Ako to ne uspije, supstitucija ne vrijedi. 


> t ž Ž 
Iz 2x = t imamo: x = —. Diferenciramo: 


2 
1 
dx==1.dr (b) 
2 
Uvrštenje (a) i (b) u zadani integral daje: 
[sin2xdx = fsint. 5 dr = 5 /sinrde = prema (40) -—zjos: (0) 


Nakon izvršenog integriranja, mora £ iščeznuti. U tu svrhu treba u dobivenom 
rezultatu £ izraziti s x. 
Uvrštenje (a) u (c) daje: 


[sin 2x dx = — 3 00s2# -—_Sf+ C 
Izračunaj na isti način [sin 3x dx. 
Moraš dobiti: 
[sin 3x dx = _2= Fe 
Općenito: 
[sin (nx) dx= — E, o (59) 


U daljnjem ćemo sve slične integrale računati neposredno po formuli (59): 
Na pr. 


[sin 8x dx = _ o +C 
Postupajući na isti način dobijemo: 
[cos 2x dx = =. ie 
[cos 3x dx = -— &0o 
Izračunaj te integrale! 
Općenito: 
fcos(nx)dx="B) 4 o (60) 
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Na pr. 


[cos Tx dx = sa +cC 


Slično se računaju integrali oblika: 


[sin(ax -+ b)dx = ? 


Supstitucija : 
ax +b=t (a) 
Diferenciramo: 
a.dx=d:, 
odatle: 
dt 
=. (6) 


Uvrštenje (a) i (b) u integral daje: 
dr 1 


: 1 
—=— [snr.dr=——cost = 
a a a 


[sin(ax + b)dx = [sint . 


__ cos(ax +) +cC 


= uvrstimo (a) = — — cos(ax +b) = - 


Na pr. 


Izračunaj taj integral pomoću supstitucije! 
Dokaži na slični način, da je: 
in / 
Jeos(ax +B)dx = "N+ +c 


Znajući izračunati integrale oblika (59) i (60), možemo lako izračunati dva 
integrala od velike praktičke važnosti, samo ako se sjetimo poznatih trigonometrij- 
skih formula: 


1—cos 2x = 2 sintx 
1 + cos 2x = 2 cos*x 


To su: 
sin 2x KE (59a) 
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2. fcostxdx = [re ar = LO ds + foos Zeded = 


» (60a) 
X, Sine 
=Zter/ C 
2 jetđr=? 
Svodimo na najbliži osnovni integral (49): 
Jjedx=e+C 
Supstitucija: 
ax = 
Diferenciramo: 
a.dx=di 
Odanle: 
dx = a 
Uvrštenje u integral daje: g 
m: h# * 
je"dx = [€. = Je'dr = prema (49) = a. č= le E +cC 
a a a a a 
E 6% 
[e dx = — + C (61) 
Praktički sve integrale toga oblika računamo neposredno po formuli (61). 
Na pr. 
1. ješ* dr -5 +C 


Izračunaj taj integral pomoću supstitucije! 


dx [4 Sa l 
2 - = —5x dx == = =——e5 = 
2 | 5x fe dx prema (61) 5 5 € 


1 
=—ZSIO 
Dokaži, da je: 

3 


feš+5dx = 2 eix+8 4 C 


3. [Gx—SYdr=? 


Supstitucija: 
3x—5=t 
Diferenciramo: 
3dx = dt 
Odatle: 
dt 
g 3 
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To uvrstimo u integral, pri čemu konstantu stavimo odmah ispred znaka 
integrala: 


[(3x — 5) dx ft: d==7= mG=—5)+C 


ea 


Supstitucija: 


7— B. =t 
Diferenciramo : 
— jd = 
Odatle: 
dy = —3dt 


Uvrštenje u integral daje: 


=—3f[rddr ada —s(1—3) -—s]/ (7-3) +c 


3 
LJ 
Izračunaj integrale: 
5 3 1 5 10 
[(8—2:) l=—sl8-2:) +c) 
I \GGx—7) dx [= zg Gr=P+c 


Supstitucija: x+4a=t 
Diferenciramo: dx = dr 
lee Jf- ema (49) = la|t| =1n| +6 
sra a PI =h|e|=lnjix +4] 
dx 
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Primjeri 


1. [55 = prema (62) =ln|x—5|+C 
. dx 
S o 
2. = 


Pazi kod primjene formule (62): x mora imati koeficijent --I. Ako to 
nije, treba taj koeficijent izlučiti. 
Naš primjer: 


| ZEN = KZ a ia: ba l 
= dag orma In|x Pima nga“ 


a. +C 


2 


% le=m--7] ča — prema (62) = —->ln 
X 


Taj rezultat možemo prikazati u drugom obliku: 


1 2 I | Ix—2 
—rmje—z|+C=—3ml- ; +C=— ml? —21— 


—m7]+C=—3ln|%e—2|+5m7+C= 


u 
= pribrojimo li konstanti po volji C broj sa ln 7, dobit ćemo opet konstantu po 


volji G= —>la|7r—2|+C, 


Izračunaj: . 
dx i le S a. 
Trag rs *+=5 +C= 3 dn|Se +41 +0] 
de naj —3| MI E 


Svodimo taj integral na najbliži osnovni (51): 


=arcsinx + C 


lr== 


5 B. Apsen: Repetiterij više matematike TI dio 65 


U tu svrhu izlučimo nA > da koeficijent kod x* bude — 1: 


5 


dx l dx 
da i hre neka 
== 


Stavimo: 
_ 2 _ 
3 =h, k= Vs 


Vidimo, da sve integrale oblika zadanog integrala možemo svesti na [ 


i 
VE—x 


Riješimo jedan put za uvijek taj integral: 


x 
k 
Supstitucija : 
x _ 
re t 
Diferenciramo: 
s dx = dt 
Odatle: 
dx=k.dt 


Uvrštenje daje: 


228% k M NE rema (51) = arc sint = 
= il sj 

= ar sin * jer jet=. 

= Cc Ti ) kis 


Dakle: 


hE" arc sin Z +C 
x? 


ve= t 
Sada dovršimo računanje zadanog integrala: 


dx 


1 dx 1 dx 
u S ea 
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= prema (51a) = 


(51a) 


= rare sinje = a koko ek= KRAS 2 3 
V5 5 5 V2 
Ki 


1 : 5 
= ——arcs z\+c 
Vs in (=) 5) 


računat ćemo odsada neposredno po for- 


dx 
Sve integrale oblika | ———— 
R | Va — bx? 


muli (51a). 
Na pr. 


kano -:lr= 
i đ 1 


sI 
1 
= zaresin (2x) + C 


= prema (5la) = 


sd arc sin =— = arc sin 
f mi.aia 


Ek = prema (51a) = ==" 
B=7; k=\VT7 


Supstitucija je ista: 
Bi odatle x=kt,a dx =žkdr 


k dr 
“mjera Pm G= pare ti pre 
| ge tgL>+C 52a) 
"prez dupaki Paški 5 s 
Na pr. : 
dx 1 dx kike == 
Jri-5|1- lado ame 7 
X. da 7 mi 
a = 
Ri 5? k= KA 


67 


11/5 5 1 5 
= _ _ = “== =a C 
5 ) 3 arctg (x) 7) Erin a 


7 
dx 1 x 
hi=- prema (52a) = TIE ki 11 RN 
&=1; k=Vil 


i=: s x=kt 3; d&x=kdt 


- [grao proma 69 = h(t+\TFE)+C = 


—lnk+C=ln(x+\x'+k) +C, 


jer je(—lIn& + C) opet neka konstanta po volji C, 
Dakle 


d 
= = ln(x + \kf+ x) +C, 


(53a) 
Ne ubacimo li konstantu — ln & u konstantu €,, formula glasi 


dx V 2 I 
rr - ne + VFrs —nk=nitlčte+c (53a) 
Na pr. 


Jara = dema = prema (53a) = 
x2 


-zn(+)7+“)=zm(e+H7) Il pirea ka 


2 
il mre mljia 


— 


T = prema (53a) = Ea (+ l ) 
TT 
ke 


; 
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Postupajući na slični način, dobijemo: 


dx E 
hrs se +Vr—m) +6 (54a) 


gdje je Ci=—Ink +C 


E“ In(x + FTP) —nk=nčtli=Fic (54a)' 


Na pr. 


= = prema (54a) = In (x + Vx" — 5) +C 
x— a 


Obično se ispred drugog korijena uzima predznak + 


fr=-511— : = prema Gt) — zd (x+)x—>)+c 


— 


X 
1+5 
Zija en. u NET 


I== 


l—>t 2k 


1 
Kk zh 


2.za|t|>1,t.j. za Fl» 1, odnosno za | x| > | & | imamo prema (56): 


4 ot ZEbI. Za a a. 
sai ls vo roni i ao spat“ 
ao 


69 


Dakle: 


dx i. ## 
[zEs-nmž+c za |x| < [2] (55a) 
dx x+k 


kt— x? zi 


Izvedimo još dva integrala sličnih (55a), odnosno (56a): 


ra za |x| > [2] (56a) 


dx dx i kha X 
san TEZE zr PR VT z+C= 
1 k—x 
sspusieTS za|x|<|&| 
ili 
Ma te. my 
[sZm=-- Ha 7 Prema (56a) sarm=its= 
1 x—k 
Serato za|x|>|k| 
Dakle: 
dx l k—x 
s=nTebjirste maejspsim (55b) 
dx 1, x—k 
[gZR-mužri+e za |x| >|k| (56b) 
Na pr 
dx l dx l dx Vs * 
U JE -3|ača-al=l<i prema (55a) = 
—_y - 
4 
5 \5 
Pai kr 
GA 
o. SE 
VS vs 2 4V5 Vš5—2 
S 
> A mE 
<= za ix1 > VŽ prema GR už ti i 


dx V7— 
[257 = prema (556) = Mruvre: _+c za|x|<V7 
k=7; k=\T7 
= prema (566) = Iz nžzV7 +C za)x| >V7 


AVE FIVI. 


, 
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Izračunaj prema formulama (51a) do (56b): 


Er [rm Ieri hi == rai 


6 15x* — 8x5 + 14x — | 
ž ui ini 
3x — 2x4 + 7x — x +1 
opažamo, da je u brojniku derivacija nazivnika, pa stavimo nazivnik 
3x? — 2x + Tat —x +1 =t 
Diferenciramo: 
dr = (15x* — 8x5 + 14x — 1)dx = dr, 


a to je brojnik izraza pod integralom. 
Uvrštavamo: 


= |Z = prema (48) = In|t| =ln|3x—2x+7t—x+1|+C 
Dakle, ako se u brojniku integranda nalazi derivacija njegova 


nazivnika, supstitucijom »nazivnik = t« svodimo zadani integral 
na osnovni integral (48): 


[-mje+c 


Na pr. 
sin x 
Paso jeza" 
COSX =t; —sinxdx = dt; sinxdx = —dt 
1 
-—|£ = —ln|t|=—lnjceosx| =ln.———— +C 
| cos x | 


Pokaži na isti način, da je: 
Jegxdx =In|sinx| +C 


COs* x 
5 -dk=? 
Vsin*x 


Kako je d sin x = cos x dx, stavimo sin x = t, a da možemo izraziti s t sve x 
u integrandu, pišemo cos* x u obliku: 


cos*x = costx + cos x = (1 —sinžx)t + cos x, jer je costx = 1 —sin"x. 


im dario ua — sin? x)* cos x dx 


3 : 3 3 
Vsin*x Vsin'x V sin" x 
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uvrštenje sinx = t i cos x*dx = dr daje: 


AE. Ima E o fe-tar—2fešar+ [de = 

[ad : 
% bod 3 3 

-2 2! MEJE: PS Fo. 
5 ME sI 7 

= TE Gi 

a Šo: Kana 

“—zr———$ sin x + > \sin'x + C 


Izračunaj na isti način 


sin* x == 
dx [= —2/62(1—-5c0s'a + 5.002) +C] 


\ cos x 


| sin x dk 


5 m. SEE 
ee aVEss (Rezultat kontroliraj deriviranjem.) 


1 f(ex+Ve)dr= 
dt 


ež=t; dr=e*.dx, odatle dx= %,a kako je nm sra 


me dt Vir č ke £ 8 
= /( + vo) Zeprar+ [Ifa-z+f: apr 
: pa 
e2x 
-5+2VZ+cC 


Izračunaj na isti način: 


3 2 3 1 
[7—sasrje =IVP-iP—z: +0] 


Ves 


8. Da se pogodi supstitucija, bezuvjetno je potrebno znanje 
napamet formula deriviranja! 
Na pr. 
(arc sin x)* Pa. 


== 


, Supstitucija pada u oči: 


1 
Kako je D,arc sin x = 
: s Vl — x? 
—— dx 


arcsinx = t, odatle dr = 
l—x? 
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Uvrštenje daje: 


arc sin x)* i* arc sin x)* 
i =rab ri —_ 


l=x dag 6 ko 
dx dt t-1 1 l 
| Arbs(i=) i Z | vd t Arih x 


Arthx=(; dr= 


I— x? 
Izračunaj na isti način: 
dx 
=————— [= —lnjarccosx| + €] 
1—x* . arc cos x 


9. Rješavajući složene integrale, često dolazimo do integrala slijedećih oblika: 


xdx 4. 
Es 
l=—x=t; —2xdx =dir; «dx= —5>d1 
1 dt 1? 
=——I pp =—— = =. = — = — —_ 
2] z S k# dt i t Il—:**+C 
ili 
Pa . 
Kk 
l+x=r; 


2xdx = dt, xdx = dt 


1 [d 1 1 —: 
JE === h/l+x|=ln\i — x*+C 
ili na pr. 


JxV3"— 7dx = 


3i—7=1; 6xdx =dt; xdx= dt 


1 1 i Ai 
< o o e o 
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ili 


x dx 
sfro=A 
ira 


5—Txi=1; —l4xdx =dt; xdx = —iadt 


3 


3 d 


Obratimo pažnju na to, da se uvijek supstituira radikand, a nikad 
sam korijen. 


Četvrto pravilo. Pravilo parcijalne (djelomične) integracije. 
Znamo, da je prema (8) 


d(u-v) =u-du + vrdu 
Integriramo li obje strane te jednakosti, dobit ćemo: 


[d(uv) =uv=[udv+fv-du 
a odatle: 
J[udv=uw—[fvdu (63) 


To je formula parcijalne (djelomične) integracije. 

Ta formula daje mogućnost izraziti f u dv, koji ne znamo izračunati, pomoću: 
fvdu, koji izračunati znamo. Iz toga jasno slijedi, da taj drugi integral f v du 
mora biti lakši od zadanog integrala fu dv. 

Načinom parcijalne integracije računaju se obično integrali, koji sadržavaju 
produkt funkcija ili logaritamsku funkciju ili arkus-funkcije, odnosno Area-funk- 
cije. 

Primjeri 

1. fxsinxdx 
Stavimo: 
u=xy odatle du = dx 
dv=sinxdx; v=fsinxdx =—cosx 
Jasno je, da ono, što označujemo s dy, mora sadržavati dx! 
Uvrštenje u formulu (63) daje: 
fx:sinxdx =x'(—cosx) — [ (—cosx)-dx = 
u du u % LJ du 
=—xcosx +[cosxdr=—xcosx +sinx +C 


Vidimo, da sma pomoću formule parcijalne integracije sveli f x sin x dx, koji 
nismo znali šaračunati, na osnovni integral ( cos x dx = sin x. 
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2.  Kadšto treba nekoliko puta redom parcijalno integrirati. 
Na pr. 
fx?cosxdx = 
u=x, du=3xdx; dv=cosxdx; v= fcosxdx = sin x 

= prema (63) = x?sin x — f sin x:3x*dx = x?sinx — 3 ( x*sinx dx = 

Zadani integral smo sveli na lakši, jer smo snizili eksponent od x (imali smo 
x, a sada imamo x"). 

Ponovo parcijalno integriramo: 

u=x; du=2xdx; dv=sinxds; u=fsinx dx= —cosx 
=ax'"sinx—3—x'cosx + 2 [cos xx dx) = 
= xsinx + 3x'c0sx — 6 [x cos x dx = 
treći put parcijalno integriramo: 
u=x; du=dx; dv=cosxdx; v=[fcosx *dx = sin x 
= xsinx + 3x7 c0s x — 6(xsinx — [ sinx dx) = 
= xsinx +3xt+c0sx—6xsinx—6cosx = 
= (x? — 6x)sin x + (3x* — 6)cos x + C 
Izračunaj na isti način 
fx* sin x dx 
[= — x* cos x + 4x? sin x + 12x5cosx — 24x sinx — 24 cos x + €] 
' sE [x:hxdx = 
Postupamo kao prije prema (63): 
= du=dy 
dv=lnxdx; v=/[lnxdx 

Došli smo do težeg integrala v = fln x dx, jer smo radili formalno ne vo- 
deći računa o tome, što je podesnije označiti s u a što s dv. Prema tome držat 
ćemo se pri parcijalnom integriranju pravila: 


Uvijek treba s dvo označivati ono, što se da lako integrirati, 
pri čemu treba paziti da ( v du bude lakši od | u dv. 


Ponovo računamo naš zadani integral: 


[žinxdx=/fInxxdx = 
u du 


u=lnx; PE. 13 ja 
x 


2 
du = x dx; v=[xdx=5 


Ka 1 sol 238 l KI 
= prema (6) =hnx.Z5—31* skž=7rhne— rid = 
= de Se a 1 
-To-z 7-7 t—7)+C 


T5 


j lnx dx možemo izračunati, ali naravno izvan okvira parcijalne integracije: 


[nxdx= 


u dv 
u=lnx; du= Naš 
X 


dv=dxi v=#% 
== prema (63) =1lnx. E < dx =xlhx—x+C 
Izračunaj na slični način: 
EE [= —dnx +1) +e] 
x x 


Navedimo još dva primjera za taj slučaj: 


i J[x"arctgxdx = farctgx-x'dx = 
u du 
dx 
1+»? 


u=armctgx; du = 


3 
dv= x'dx; v= [xtdx = 5- 


da izračunamo taj integral, podijelimo brojnik s nazivnikom: 


. =! a a, 
ga rad *+1 
—x 
: x 
dakle: SI x SITI 
-Zesge—; | (giga 
=7Facigs—-=|(*—:1;)d = 
x? 1 1 x dx 
=7zaetgx—>[/sd +35 =Tri 
st+l=t; 2xdx=di; xd=7d 
x Kos Koji af 
Zmut—z atrija“ 
=2 mess dise ćhietirecć 
g gj S] 
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Izračunaj na isti način: 


[xArthxdx [== To Arthx +240] 
2 [e"x'dx = 
u=e*; du = ex dx 
dv=xdx; v=[x'dx = _ 
x 1 
ri SE . ez 
kak 3 fa". e"dx 
Dobili smo integral teži od zadanoga, jer se eksponent od x povećao za 
jedinicu, 
Rješavamo nanovo promijenivši redoslijed funkcija i oznaku: 
Jjextdx=[xtedx = 
u=x) du=2xdx 
dv =e*dx; v= fexdx = e* 
=xme—2fje.xdx=xe—2[xedx = 
dobili smo lakši integral, jer se eksponent od x sada snizio za jedinicu. Ponevo 
parcijalno integriramo: 
u=x); du= dx 
du=edx; v= fexdx = e* 


=xe—(xe"—fedx) =xe—2xe+2=eE(xt'—2x+2) +C 


Izračunaj na isti način: 


[ex dx [= e7(x? — 3x2 + 6x — 6) + C] 

[x*e-*dx [= —e=(xt+2x +2) +C] 
ž a NE 1 

kaaa: [=a (i — in* 2) +e] 


4. Jarcsnxdx= 


Kako ispred dx stoji samo jedna funkcija, možemo uzeti samo ovako: 


ps dx 
u=arcsinx; du = -——— 


Vr==" 


dv=dx; v=x 


= prema (63) = arc sin x - [E —— 


Vi== 7 


= zaresinx — | zao zaresina + ie +C 


Vi—xž 


(vidi Treće pravilo, točku 9). 
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Izračunaj na isti način: 


[arctg x dx [=xarctgx—ln\Vl+xt +C] 


5. Na kraju navedimo još dva integrala, koja se često susreću u tehničkim 
računima, na pr. u elektrotehnici. 


To su integrali: 
L=[e.sn(bx)dx_ i IL=[e.cos(bx)dx 
Možemo ih izračunati zajedno, kako slijedi: 


L= [e.sin(bx)dx = 
u = sin (bx); du = b cos (bx) dx 


gax 
du = eaxdx; v = feaxdx = prema(61) = < 


= sin(bx) = _2 [e*".cos(bx) + dx, a to je I, 
Dakle: 
gnu, b 
h=— sin(bx)—— 1: (a) 
Sada računamo na isti način 1,: 


L = [e .cos(bx)dx = 


u = cos (bx); du = —bsin (bx) dx 


gax 
dv=exdx; v= S 


= cos (bx) _ + 2 fe5.sin (be) dx, ato je I. 


Dakle: 
l = e Cos (bx) +—1I (b) 
: a ua 


Dobili smo dvije jednadžbe (a) i (b) s dvije nepoznanice I, i I». Riješimo te 
jednadžbe načinom determinanata (vidi Repetitorij elementarne matematike, I, 
$ 11) prethodno napisavši ih u obliku; 


Ki Z Le E sin (bx) 


b 


ez 
darik =—=— 00(bx) 
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: b 


e e: s b P ai 
—— cos (&x) —1 > 0 (0x) + 0 (bx) 


ih = PPS GERE VE 7 (Bo: : nd 
: a ri 
— s! 
a 
Pag 
= [a sin (x) — b Cos (bx)] X 
i a RERARK S" sE GDiBRi T= [a sin (8x) — bcos (bx)| + C 
= 
Cad 
l ZZ sin (2x) 
b e": Fok b es. 
sa = 09% (2x) =a (0x) — i ošiv (bx) 
l = PE RE KOESK*ENI = pam ps skoro == 
l FE —il—=— 
j a 
> ze [a cos (8x) + b sin (bx)] ase 
rk GE [a cos (bx) + b sin (bx)]| + C 
—— 


Dobili smo dakle: 


Je . sin (bx) dx = srpa sin(bx) — b cos(bx)] + C 


Je + cos(bx)dx = e jE [a cos (8x) + bsin (bx)) + C 
Izračunaj na isti način integrale: 


fe2. sin(5x)dx; fes cos(4x) dx; EE e 


[ e*(sin 2x — cos 2x) dx 


kontrolirajući rezultate prema formulama (64) i (65). 


(64) 


(65) 
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4. O konstanti integracije C 


Sada kada već znamo nešto integrirati, kažimo nekoliko riječi o konstanti 
integracije C, kojoj, kako znamo, možemo dati bilo koju vrijednost, dakle bes- 
konačno mnogo vrijednosti. 


Međutim, u svakom konkretnom slučaju možemo odrediti vrijednost kon- 
stante integracije C, ako nam je poznata vrijednost neodređenog integrala za neku 
vrijednost promjenljive. 

Pokažimo to na primjeru. 

Odredi funkciju y, koja ima za x = 2 vrijednost 6 i kojoj je prva derivacija 
vy=3x—2x +3. 

Kako je integriranje inverzna operacija od deriviranja, tražena funkcija bit će: 


CJ 
y=[G—2x+)dr=35—2.5+3x+C 
y=x—x+3x+C 


a kako je y = 6 za x = 2, imamo: 


6=8—4+6+C 


Odatle: 
C=—4 
pa tražena funkcija glasi 
ry=xX—xt+3x—4 


Neodređeni integral y = x? — x? + 3x + C, koji smo dobili u tom primjeru, 
predočuje familiju kubnih parabola, koje se dobiju paralelnim pomicanjem (trans- 
lacijom) jedne od njih uzduž osi Y. 

Sada je jasno i geometrijsko značenje neodređenog integrala. 


Kako svaki neodređeni integral ima oblik: 
[1(x) dx = 0(x) +C 


to on predočuje geometrijski familiju krivulja, koja ovisi o jednoj konstanti po 
volji C ili, kako se kaže, o jednom parametru C. Svakom točkom ravnine (X, Y) 
prolazi jedna krivulja familije, pa zadamo li koordinate jedne točke, možemo 
odrediti jednadžbu one krivulje familije, koja prolazi tom točkom, 

Konstanta integracije se pojavljuje i kod kompliciranijih problema, koji su 
u vezi s integriranjem, naime kod rješavanja diferencijalnih jednadžbi. 
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Možemo već ovdje navesti dva takva jednostavna primjera. 


1. Traži se jednadžba krivulje, kojoj je gradijent tangente u svakoj točki 
krivulje jednak omjeru apscise i ordinate te točke s predznakom minus. 


Znamo, da je gradijent tangente na krivulje » = y(x) 


gae=y = 2 
Prema zadatku: 
Bre 
dx y 
Iz toga slijedi: 
ydy = —xdx 


Integriramo lijevu i desnu stranu jednadžbe: 
Jydy=—[fxdx+C 


Nema smisla dodavati konstantu integracije C, i lijevoj strani jednadžbe, jer 
bismo uvijek mogli tu konstantu C, prebaciti na desnu stranu jednadžbe, pa bismo 
dobili € — C,, a to je jedna konstanta po volji, jer razlika ili zbroj dviju kon- 
stanata po volji jest jedna konstanta po volji. 

Integriranje daje: 

x? 
ši 
x+y=2C (a) 


» . 
5 +C|.2 


Dobili smo bezbroj koncentričnih kružnica polumjera po volji V2C sa sre- 
dištem u ishodištu, ili, kako se kaže, familiju koncentričnih kružnica sa 
središtima u ishodištu, jer svakoj po volji uzetoj pozitivnoj vrijednosti kon- 
stante C odgovara jedna kružnica. 


Na pr. 
zaC = 4imamo x +y = 1; r=1| 
zaC= 2 » #t+yj= 4; t=2 
G= 4 a ft+yr= 68; r=V\8=2V2=282 
zo=: & 3 X +yt=16; r=4 
za C = 18 » x+y=36; 2=6 


(Vidi sl. 26). itd 
Vidi se, da smo i ovdje dobili familiju krivulja, koja ovisi o konstanti C, ali 


se te krivulje više ne dobiju paralelnim pomicanjem jedne od njih u smjeru osi Y. 
No i ovdje prolazi svakom točkom ravnine jedna takva krivulja. 


6 BB. Apsen: Repetitorij više matematike II dlo 81 


Pretpostavimo, na pr., da naša tražena krivulja ima proći točkom T(3, 4). 
Uvrštenje x =3 i y = 4 u (a) daje: 


9+16=2C 


2C =25 
To uvrstimo opet u (a): 
x.+y=25 


Dobili smo kružnicu polumjera 5 
(vidi sl. 26). 
Primijetimo: ako jednadžba, koju 
integriramo, ima oblik = ="f(4) tf 
. na desnoj strani nema y, dobijemo fami- 
SI. 26. liju usporednih krivulja, koje izlaze jedna 
iz druge translacijom uzduž osi Y. 

Kao primjer odredi jednadžbu krivulje, kojoj je gradijent tangente u svakoj 

točki jednak dvostrukoj apscisi i nariši nekoliko krivulja te familije. 


BE sa. koteian 
[Z- > »-x+c] 


U drugom primjeru pokažimo fizičko značenje konstante integracije C. 


2. Odredi zakon, po kojem se giblje tijelo, koje slobodno pada iz stanja miro- 
vanja u zrakopraznom prostoru (vakuumu). 


Uzevši u obzir, da je ubrzanje (akceleracija) derivacija brzine v po vremenu t 
(vidi Dio I. $ 18) imamo: 


dv : m kod p 
mk gdje g = 9,81 = ubrzanje sile teže. 


Odatle 
dv=g.dt 
Integriramo: 
v=g8t +C, (a) 


Tijelo je počelo padati iz stanja mirovanja, t. j. u početni moment £ = 0 po- 
četna brzina bila je v = 0, 


Uvrštenje u (a) daje: 
0 = 0 p G; 
Ci = 0 


To uvrstimo opet u (a): 


v=Egt (b) 


To je zakon, po kojemu se mijenja brzina slobodno padajućeg tijela. Vidi- 


mo, da je brzina v linearna funkcija vremena z. 
Znamo, da je brzina v derivacija puta s po vremenu t, t. j. 


Pad ds 
> dr 
Uvrštenje u (b) daje 
ds 
“ka gt |.dt 
ds =gprdt 
Integriramo: = 
(? 
sg +C, (€) 


Tijelo je počelo padati iz stanja mirovanja, t. j. u početni moment # = & po- 


četni je put bio s = 0. 
Uvrštenje u (c) daje: 


0O=C, 
[ G = 0 
To uvrstimo u (c): 
= di gt? (d) 


Dobili smo poznati zakon “slobodnog pada. 
Iz (b) slijedi 


v 
ft=— 
x g 
Uvrštenje u (d) daje: 
e l u. 
“2 goa 
Odatle: 
v = \2gs (e) 


Brzinu v slobodnog pada prikazali smo kao funkciju prevaljenog puta s. 
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5. Upute i primjedbe obzirom na integriranje 


Svakome je poznato, da je inverzna operacija uvijek teža od direktne: lakše je 
zbrajati nego oduzimati, množiti nego dijeliti, potencirati nego vaditi korijen ili 
logaritmirati. Kako smo vidjeli, postoje samo četiri gore navedena pravila za raču- 
nanje neodređenih integrala. Iz toga već naslućujemo velike teškoće, na koje naila- 
zimo pri integriranju. Kako da svladamo te teškoće? 

Preporučujemo: 

1. Čvrsto znanje napamet formula deriviranja i potpunu sigurnost u diferen- 
ciranju; 

2. čvrsto znanje napamet osnovnih integrala i nekih integrala njima bliskih, da 
se pri računanju složenih integrala ne izgubi u sitnicama (ti integrali su nave-- 
deni u posebnom popisu formula, koji se nalazi na kraju ove knjige); 

3. proraditi što više primjera za integriranje metodom supstitucije i parcijalne 
integracije, jer su to osnovne metode, pomoću kojih se rješavaju i najteži 
integrali. 

Tek kad su te metode posve usvojene, može se prijeći na teže integrale, koje 
smo dalje podijelili u tipove, jer samo vježbanjem, mnogoktatnim vježbanjem 
možemo postići brzinu i sigurnost u računanju integrala. 

Iz navedenog nikako ne slijedi, da ćemo uz najbolje poznavanje svih metoda 
integriranja moći izračunati svaki integral. Znamo, da vršeći nad racionalnim 
brojevima racionalne operacije, t. j. operacije zbrajanja, oduzimanja, množenja i 
dijeljenja, uvijek ostajemo u području racionalnih brojeva i da nas tek vađenje ko- 
rijena i logaritmiranje vodi izvan tog područja, pa se područje realnih brojeva 
proširuje iracionalnim brojevima. 

Slični slučaj imamo kod integracije. Derivirajući poznate nam elementarne 
funkcije dobijemo uvijek kao rezultat opet elementarne funkcije u svim mogućim 
kombinacijama. Međutim, integriranje elementarnih funkcija vodi često izvan 
okvira tih funkcija pa traži uvođenje novih funkcija, da se integriranje može izvesti. 
Kako računanje tih novih funkcija čini mnogo teškoća, u tehničkim se discipli- 
nama zadovoljavamo obično približnim računanjem tih integrala, da ostanemo u 
području jednostavnih elementarnih funkcija. 


sin x ili i m : : 
Na pr. J > dx ne možemo izraziti konačnim brojem elementarnih funk- 


sin x 


cija, jer nema nikakve elementarne funkcije, kojoj je derivacija jednaka > pa 


: e: n z 
taj integral računamo približno i to tako, da podintegralnu funkciju = razvi- 
jemo u beskonačni red potencija i taj red integriramo član po član. Potanko o tome 


bit će govora kasnije (pokušaj izračunati 1 = dx parcijalnom integracijom uzevši na 


pr.u=sinxidv= > da. Nakon drugog parcijalnog integriranja dobit ćeš 0 = 0). 
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6. Predtipovi neodređenih integrala 


Prije nego prijeđemo na tipove integrala, navest ćemo posebno pod imenom 
»predtipovi« tri vrste integrala. Ti integrali spadaju zapravo u tipove integrala, 
o kojima će biti govora kasnije. Ipak ćemo ih izdvojiti i to s razloga, što su od oso- 
bite praktične važnosti i što se daju jednostavnije računati, nego na načine, nave- 
dene kasnije pod »Tipovi neodredenih integrala«. 


Predtip A 
Ovamo spadaju integrali oblika: 


Jess pe 
ax'+bx +c  J kvadratna funkcija 


t. j. integrali, koji imaju u brojniku samo dx, a u nazivniku samo kvadratnu funk- 
ciju. Integrali toga oblika svodimo na jedan od poznatih nam integrala 


dx 1 x 
|aČs-zaui +0 (52a) 
ili 
e 1 k sale mm 
xi—hk  2k nF, +C (55b) [ili (56b)] 


Postupak pokažimo na konkretnim primjerima. 


dx 


a dr aF3 7 


Prvi korak: Izlučimo koeficijent od x?: 


WI ke 
are ra 


3 3 


Drugi korak: prva dva člana kvadratne funkcije nadopunimo na potpuni 
kvadrat prema poznatoj formuli: 


2 si p\ LAV i E 
x +px+q= x+ arua ++ q (vidi Dio I. formula (34)) 


Treći korak: Supstitucija: 


*—3=5de=d, 
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Četvrti korak: Integriramo prema (524): 


l 
2 i zet? Bi. a. M: de ARE lic 
x PRE TA VE Via vra" gua 
dx 
= 3x — 5x 
Prvi korak: 


Drugi korak: 


Pazi! S k? ne smiješ označivati negativnu veličinu, jer bi & bio imaginaran, 
pa integral ne bi imao realnog značenja. 


--:/ di 
*—TJEZET 
Četvrti korak: 
3 su 
Nera Sr 1 10,10 10 
St O M se s A iga 
10 10 
zbiužeNe tI g6— s. 
“neni = VT mo 
3 
1, 10x BE 
BE EI isl krk 
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Izračunaj : 


I=En [= eu +e] 


a+x+1 V3 V3 


dx 1 47: —4 +30 e] 
rr rE=T prema (56b) | 2V50 rrem;) sE 


=Em prema (566) [- pt i+e] 


x — 7x l 


Predtip B 


dx dx 
i Vaxt +bx +c | \ kvadratna funkcija 


Integrali predtipa B razlikuju se od integrala predtipa A samo u tome, što se 
kvadratna funkcija nalazi pod drugim korijenom. 
Svodimo na jedan od integrala: 


=aresin-- +C (51a) 


dx 
ha“: 


dx 
————— = u k? 2 
[rr In(x + VA +x) + C (53a) 
dx 
ma tok) + 54 
= In(x + \x'—k) + C (54a) 


Postupak je isti kao kod predtipa A, imamo dakle napraviti ista četiri 
koraka. 


Primjeri 


dx 
i ———— > = 
[; l—x — 3x? 


Prvi korak: 


msa prike jes. < BIRN 
"ii=Prprs 


Pazi! Ne smijemo izlučiti 


> jer integral ne bi imao realnog značenja! 


1 
V=3 
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Drugi korak: 


Četvrti korak: 


l t l ; 
== prema (51a) = ———arc sin — = —— arc sin ——————— 
pa o e Vi 


3 1 
= m .- == — i: 2 U 
x I ty dx=dt, k TA Pazi: k? > 0 


1 dt ] 
= —— | = = prema (5443) = — (6 + ve —k) = 
rz] Gap P= 
idući u našim računima natrag vidimo, da je 
3 1 
| Breze PO pij kod 
1 k x 5 x+ 5 


pa imamo 


Izračunaj: 


Frrsr= = na+3+/FFrI D +e] 
J Va? +x 
dx Des 2 4 
M. ma “| +35 +0) « 5+) +e] 
res s inf 5 jeo 
du la na sin ž + c| 
4x — 5x? 5 
== =a "(+ "—x—3)+ 


Predtip C 


Ovamo spadaju integrali : 


[ Vax? +bx +c+.+dx = [V kvadratna funkcija + dx 


Na početku računamo na isti način, kao kod predtipova A i B, t. j. izlučujemo 
koeficijent od x?, nadopunjavamo prva dva člana kvadratne funkcije i provodimo 
istu supstituciju, t. j. svodimo zadani integral na jedan od oblika: 


jVe—=k.d; [Vet—a.drili PV + ki de. 


Kakodaljnje rješavanje tih integrala traži još mnogo posla, označimo odmah 
zadani integral s ]. 


Primjeti 
1. I=[V3=—4x—5. dx 


Prvi korak: kao kod predtipova A i B: 


le PE rrioa MOME uro me Mi 


Supstitucija: 


I=V3 [Ve=t.d 
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Da množitelj | 3 ne smeta pri daljnjem računanju, stavimo: 


JVWt—E.d=I, 


I=Y3. IL (b) 


pa je 


Drugi korak: 
=[Vč—E.d 
Kako osnovni integrali imaju korijen iz kvadratne funkcije u nazivniku, 


množimo i dijelimo integrand s \ 1? — &', da taj korijen dođe u nazivnik, pa dije- 
leći svaki član brojnika s nazivnikom dobijemo: 


"—hk“ tdt dt 
Lh= rez oda re a -———————— 
\č—F We—k Ve—# 

a s/ A 


ili 
L=lI—ki, (c) 
gdje je: 
dt dr 
Vo ai s 
Treći korak: Računamo teži integral /, načinom parcijalne integracije. 
U tu svrhu pišemo /, u obliku: 
L=|t. s: e 
VE=F 
u= d=d? 
t _ do tdt 
dv = = 
Ve=E Va=F 
č—k=z; Udi=dz; td = Zdz 
2 ž 
zle ebde=> rp -Vr- Bk 
ž 53 
Dakle: 
v= VEZE 
Prema (63) 
udv=uww—[vdu 
imamo: 


=t.PVe=—k—[f\2—kdt 


ali 


dakle 


To uvrstimo u (c). 


Odatle 


To uvrstimo u (b): 


Četvrti korak: 
Prema (54) 


[Vr=E.de=1, 


L=tVt—k—i, 


lb= 
2h=tV\e—k'—kt1,[:2 
t k? 
di == . 43 


tt—k'—L—k.m, 


r=v5 [zvr=F-£% 1] 


zi dt 
h = vidi (0) = | g - na + Ve=B)+c, 


Uvrštenje u (e) daje: 


1=V3[2Vr=R—5 € +VF=P) +C 


Peti korak: 


Uvrstimo (a) u /: 


Xx 


1=V3 


X 


Prvi korak: otpada 


Drugi korak: 


'- | 


xD — 


2 
(c, = + nk +c) 


5 19 2 
5*-3-mnie-3+ 
I=f\Vr—x.dx 
Abreu .dx=rm. ==-([ 
Va== Ves—= . 

A 
I=rl,—1, 


(€) 


(a) 
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Treći korak: 


I sE. x dx 
F = P=: 
u=x; du=dx 
i x dx ' xa 
P= Pm 


To uvrstimo u (a): 


I=rlh+1xVrt—x—1I 


Pazi: / se nikad ne ukida! Ako bi se u tvom računanju ukidao, traži po- 


grešku u predznaku pri oduzimanju /,! 


Odatle 
oU=rlh+x\rt—x2 ][:2 
f * 
=d,rakie (b) 


Četvrti korak: 


L= | E = prema (5la) = arc sin 


Peti korak: 
Uvrštenje u (b) daje: 


2 
I=5arcsn>+3Ve=s +C 


l Aj 
I=5(.arcsn=+xYr'—x")+C 
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IV r* — x? dx možemo riješiti jednostavnije uz supstituciju 


x =rsint 
Fe 4 
odnosno sint = "2 


š 3 
odakle t =arcsin > 


i dx =rcostdt 
Uvrštenje u integral daje: 
I=[V=—=xdx =r[V/r—risint cos tdt = rt [costtdt = 
= prema (60a) = r* (+ ij ==) = 


E= ka" [ar sin + id (2 arc sin *)| 
2 r 2 r 


Prema sin 2x = 2sinacos« imamo: 
z saa > Pe 1 
sin (2 arc sin >) =23n (are sin +) Cos (are sin “| = 


= prema formuli (73 a) iz I. dijela Repetitorija = 


ble 2 X b Kk = 
=2-— cos (aresin.) =2 0st =25VI! —sinšt = 


Uvrštenje u / daje: 


1 


je s X 
= 1 __ a — NES 
Ks (are sin rs ta Vr =) 


I = 5 aresin i. +3 \r== +C 
Na isti način možemo riješiti integrale: 


KISAŠ SZO 
[va +adx =a [ Vi + (2) dx uz supstituciju 


x 


z =shr jer je VI +shžt =cht 


| \xt—adx =a | V (2) —1dx uz supstituciju 


> =<ht, jer je Vchtt—1 =sht 
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Integracija je vrlo jednostavna, mnogo više vremena traži transformiranje 


izraza dobivenog integriranjem, kako smo to vidjeli iz gornjeg primjera. 
Riješi na taj drugi način navedena dva integrala. 


3. S ak 


1 3 

+576 dx = dt; zm BRE“ (a) 

t +k "dr dt 
1= [VrrR- dt = = optike 
Vere TE" Ve + ki Ve + 

ši k 
I=1,+rR , (b) 

Pm tdt 


tdt 1 ([dz_1 2 mE 
u=t; du=d VRTE 2 marke +k 
2 


£ 
2 


L=t.Va+k—JVerE.dt 
I 


H+kt=z; Udt=dz; tdi=—dz 


Uvrstimo u (b): 


I=t/t+k—1+hk:l, 
t k? 
I=vekxe+7i (c) 


dt —— 
hL= == = prema (53a) = ln (t + \'£* + 22) 


Uvrstimo u (c): 


2 
=> VFTE+2nE+ Vt+k)+C 


Uvrštenje (a) daje: 


I -3[(+3) VEFrFI+3h (« ++ VFETFY r71)| +C 
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Izračunaj integrale: 


| Vixt— 5x - dx 
Pi VE=Te- Bab toVr=Pee] 


| ar=sax [= pares —D+>G— DRZ +c] 


2 


f \3x? + 10x +9 dx 


(= E l(« +5) *+5x+3+3ln(r+2+ 2 +5=:+3)| +e] 


Integrale predtipa C možemo računati i na drugi način. Vidi dalje ,,Pose- 
bni oblici integrala tipa III“, slučaj a). 

Preporučuje se početniku, da na posebnom arku papira ispišce 
što spada u svaki predtip, odnosno tip integrala, i ukratko naznači 
pojedine korake računanja. 


7. Tipovi neodređenih integrala 


U tom poglavlju navest ćemo deset vrsti integrala i pokazat ćemo, kako se 
ti integrali računaju. Prema tome treba dobro pamtiti, koji integrali spadaju u 
svaki. pojedini tip i kako se svaki pojedini tip integrala računa. Iz toga nikako ne 
slijedi, da treba svaki integral, koji spada u jedan od tih tipova, baš tako raču- 
nati, kako je za dotični tip naznačeno. Ne, najprije kušaj riješiti svaki integral što 
jednostavnije bez obzira na tip, u koji spada, na pr. pomoću zgodne supstitucije, 
i tek kad to ne ide, potraži tip u koji spada, pa ga rješavaj kako je tamo naznačeno. 


RFip-I. 


[R(x)dx = ( s dx = | (razlomljene racionalne funkcije od x) + dx. 


To je najvažniji tip integrala, jer se na nj svode gotovo svi ostali tipovi. 
Karakteristika tipa I: h 


x nigdje nije pod korijenom! 


U tip I. spada zapravo naš predtip A. Izdvojili smo ga, jer se mnogo jedno- 
stavnije računa, kako je tamo pokazano, a u slučaju, kad su nultočke kvadratne 
funkcije, koja je u nazivniku, konjugirano kompleksne, i ne da se drukčije riješiti, 

Pri računanju integrala tipa I treba se strogo držati pojedinih koraka raču- 
nanja, koje ćemo odmah ilustrirati primjerima. 

Prvi korak: Izluči se koeficijent najviše potencije od x u nazivniku. 
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Primjer 1. 


Drugi korak: Integrira se samo prava razlomljena racionalna funkcija, 
t. j. funkcija, u kojoj je stepen polinoma u brojniku niži od stepena polinoma 
u nazivniku. Ako je funkcija neprava, t. j. ako je stepen brojnika jednak ili 
veći od stepena nazivnika, trebd brojnik podijeliti s nazivnikom, prethodno po- 
redavši članove polinoma po padajućim ili rastućim potencijama promjenljive x. 

U našem su primjeru brojnik i nazivnik polinomi istog (prvog) stepena, 
dakle dijelimo brojnik nazivnikom, pri čemu ostatak dijeljenja podijeljen divi- 
zorom pribrojimo rezultatu (vidi Repetitorij elementarne matematike I, $ 2, 3). 


=. 
4 i3 de 
Gao) (3) =2+ Po raea 
g Ža AD 


U našem jednostavnom slučaju možemo već integrirati: 


1 7 1 l 7 dx 
RBE 


a 5 
l 7 4 
Primjer 2. 
I nr 
s. xir3 u 
Prvi korak: 
3 
poi 2x Hi+4dr+2, 
2 PR: 
odć I 
Drugi korak: 
Q+Ta +44 D:(4+3) =2e+4—24+ _ 
“= 


Pa 5 
aj 2 +4 —2 + s = 
*4+> 
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"ak opioa no E - 


s... 


3 2 
S (2:5 ia. Žž=%x+5lhn x+31)= 


Primjer 3. 


Prvi korak: 


l 5x — 7 
. -zlaneze 


Drugi korak: Ispunjen je, jer je u brojniku polinom prvog stepena, a u na- 
zivniku — trećeg. 

Kako zadani integral ne možemo na dosada poznate nam načine izračunati, 
dolazi: 


Treći korak: Rastavljanje u parcijalne (djelomične) razlomke. 

U tu svrhu treba najprije nazivnik rastaviti u linearne faktore, t. j. u fak- 
tore oblika (x ++ a), a to se vrši u većini slučajeva tako, da se odrede nultočke 
nazivnika. 

U našem je primjeru prvi faktor x već linearni faktor, a kako je drugi faktor 
(x? — 2x — 3) kvadratna funkcija, treba je rastaviti u linearne faktore (vidi Repc- 
titorij elementarne risa I, $ 11, 3). 


Stavimo, dakle, x* — 2x — 3 = 0 i rješavamo tu jednadžbu: 
az raki n ika, 
X = 3 x.=— 1 
Slijedi : 
x—Ix—3=(x—3) (x +1) (a) 


Prepišemo sada podintegralnu funkciju uzevši u obzir jednakost (a) 


5x —7 
x(x—3)(x +1) 


i prijeđimo na rastavljanja u parcijalne razlomke. 
Svaka realna nultočka nazivnika, t. j. svaki linearni faktor nazivnika, daje 
konstanta A 


jedan parcijalni razlomak oblika men amir 


7 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 97 


Drugim riječima: ako su nultočke nazivnika rcalnc, broj parcijalnih 
razlomaka, a dakle i broj konstanata A, B, C, D..., koje treba odrediti, jednak 
je stepenu polinoma u nazivniku. 

U našem slučaju dobijemo tri parcijalna razlomka, jer je u nazivniku poli- 
nom trećeg stepena: 

5x —7 JA Boo 
GE kU a s= o ;n 


(b) 


To je identitet, t. j. jednakost, koja vrijedi za sve vrijednosti x. 
Da odredimo konstante A, B, C..., uvijek množimo taj identitet s nazivni- 
kom lijeve strane, da se riješimo svih nazivnika. 
U našem slučaju množimo dakle s 
x(x—3) (x +1) 
Dobijemo: 


5x —T=A(x—3) (x +1) + Bx(x +1) + Cx(x—3) (c) 
Ima više načina za određivanje konstanata A, B, C,... 
Navedimo dva načina, koja se najviše upotrebljavaju. 
1. način: Metoda nceodredenih koeficijenata 
a) Izmnožimo sve zagrade u (c) uzevši u obzir jednakost (a) pa skupimo 


zajedno članove istih potencija x, porcdavši te skupine po padajućim potenci- 
jama x, a lijevu stranu identiteta uvijek prepisujemo. 


x >= AX —IAx — 3A + Bx? + Bx + Ca? — 3Cx 
Sx—T7=(A-+B-CJxt +(—>2A+B—3C) x > (—>3A) 


Ako su dva polinoma identički jednaka, tada su jednaki koeficijenti istih po- 
tencija x. : 
Izjednačimo te koeficijente: 


1) A+B+C=0, 

jer u lijevoj strani identiteta nema člana s x*, pa je njegov koeficijent 0. 
2) —2A+B—3C = 5, 

jer je koeficijent od x na lijevoj strani 5. 

3) —3A=—1, 


jer je član bez x na lijevoj strani — 7. 


Dobili smo tri lincarne jednadžbe, iz kojih odredimo tražene vrijednosti kon- 
stanata A, BiC. 


Iz 3) slijedi: 
7 
= 
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Uvrštenje A = . u 1)i 2) daje: 


7 

B+C=—3 

a 29 
4C=—12 C=—3 


Konačno iz 1) imamo: 


II. način 
Kako identitet (c) 
Sx—T7T=A(x—3) (x +1) + Bx(x +1) + Cx(x—3) 


vrijedi za sve vrijednosti x, uvrstimo redom sve nultočke nazivnika : 


x=0 x=3 i x=—1 


Dobijemo: 


za x=0 —7=—3A, odatle: A-3 
8 2 
za x=3: 15—7=3B(3+1), odatle b=is=s 
12 
za x=—l: —5—7=—C(—1—3), odatle Dai 2 


Kako vidimo, II. način je jednostavniji i brže vodi cilju nego I. način. To 
vrijedi svakako za one slučajeve, kad su nultočke nazivnika realne i različite. 

Međutim, ako nultočke nisu sve realne i različite, često je zgodnije primije- 
niti I. način. To će se vidjeti iz daljnjih primjera. 

Uvrštenje u (b) vrijednosti dobivenih za A, B i C daje: 


5x — 7 AS nE 
x(č—žax—3) 3 x 3x—3 x+! 


Četvrti korak: Integriramo: 


1 5x —7 tE ZNA“ 2 dx dx 
-z| age: hJž++):5-]:- 


x(x*— 2x — 


zrmi#1+5nl*—31—3injx +11] +C 
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7 I 3 
I=-zdnlx|+-=5nlx—3|—5>nix+1|+C 


Taj rezultat možemo pisati u obliku: 


6 3 
I=lnV+ln\x—3—ln\(x + 1)*+C 


6 
a x'(x — 3) 
T= Rri +e 


ili 


Primjer 4. 


x 
ča | Soo kTrRa“ 
Prvi korak: ispunjen. 
Drugi korak: isto. 
Treći korak: 


B—2t—9x +18 = xt(x—2) — 9(x—2) = (x—2) (x.—9) = 
=(x—2)(x +3) (x—3) 


Ed A B 


atrij 


Čč 
GEDGTIJEEITr=I trg! :—2) (+3) (—3) (2) 


«= A(x +3) (x—3) + B(x — 2) (x —3) + Cl(x — 2) (x +3) (b) 
Primijenimo II. način za određivanje konstanata A, B i C. 
Odredimo nultočke nazivnika: 
x — 2x2 — 9x +18 =(x—2)(x +3) (x—3) =0 
Odatle: 


*x=2; xau=—3; x*X=3 
Uvrštenje u (b) daje: 


4 


Zax=2. 4=—54 Kk 


zax=—3:; =30B B= 
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Identitet (a) glasi sada: 


x? o ho Vo [ ASI a 
Seži— F8 S z=27 10 zt3" Žž x=3 
Četvrti korak: integriramo: 
4 3 3 
PRE cod Ek. kol LE s 
I s nja 2|+1g101x +314 > ix 3|+C 
Izračunaj integrale: 
x dx >A ao ra djtac Ao ze x l 
sli M8 = Eho ibo = | 
SF | Go ns #7"; s o la+1] +] 


| x. +1 d 
Sosa rd“ 


1 1 5 5 
[= —inix—1 [+ zdmie +1 (+ fini —21— fini» +21+€] 


(u nazivniku je bikvadratni izraz, treba dakle riješiti bikvadratnu jednadžbu, vidi 
Repetitorij elementarne matematike I, $ 11, 4). 

U svim predašnjim primjerima nazivnik je imao samo rcalne i različite nul- 
točke. Uzmimo sada: 


II. slučaj: Neka su nultočke nazivnika opet realne, ali neka nisu 
sve različite, t. j. nazivnik ima također višestruke realne nultočke. 

U tom slučaju ima linearni faktor, koji potječe od n-struke realne nultočke a 
nazivnika, oblik (x—a)" i daje n parcijalnih razlomaka, u kojima su brojnici kon- 
stante A, B, C..., a nazivnici (x— a)", (x— a)" ,..., (x—a). 


Primjeri 


dx 


Prvi korak: ispunjen. 
Drugi korak: isto. 
Treći korak: 
l AB C D BE 
pr M KE NEE“ 


PGTDGEDT ai" kx o a+1 z—il 


Da smo prva tri parcijalna razlomka napisali u obliku e + S sia a izgu- 


bili bismo dva parcijalna razlomka, jer je: 


A B C_A+B 
dt ii op RBR (Saur ZF 


x x x X 
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= jedan parcijalni razlomak, pa broj parcijalnih razlomaka ne bi bio jednak ste- 
penu polinoma u nazivniku (5). 

Dalje se postupa kao prije. Množimo, dakle, obje strane identiteta (a) s na- 
zivnikom lijeve strane. 


I= A(x? — 1) + Bx(x? — 1) + Cxt(x? — 1) + Daš(x— 1) + Ext(x +1) (b) 


Konstante A, B, C... odredimo na I. način, t. j. načinom izjednačivanja koefi- 
cijenata kod istih potencija x. Uvrštenjem nultočaka nazivnika u (b) ne bismo 
mogli odrediti sve konstante, jer nazivnik ima i višestruke nultočke (ispitaj to!). 
Jasno je, da bismo mogli uvrštavati za x u (b) bilo koje vrijednosti; na pr. 2, 3..., 
ali time bi II. način izgubio svaku prednost pred I. načinom (napravi to!). Moguće 
je najzgodnije primjenjivati u sličnim slučajevima II, način kao kontrolu vrijednosti 
koeficijenata izračunatih po I. načinu. 


Il=Ax?— A + Bx? — Bx + Co — Car? + Dx* — De + Ex + Ero 
I=(C+D+E)x +(B—D+E)x? +(A—C)x* + (—B)x +(—A) 


C+D+E=0 Slijedi: A=—1 
B—D+E=0 B—0 D+E=1i 
A —GC == . C=—1 hk? 
BB = ŽE=1 E=—> 
—A = | 2 
2DD=1 D=5 
Prema (a) 
l l 1 1 1 l 1 
PGD U STE TENI TE IEI 


Četvrti korak: Integriramo: > 


r= | dx svje jed KJ dx + dx 
JaGt—1d) o ro) ud Ki žjle=š=i 


Odatle 
fes =bfzj4# nr piz>rfro 
2x2 2 2 
ili 
ŠI 
im itutčt=lro 
ŽE x 
2. = amri 
(3x? + 15x + 18)? ira 
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Prvi korak: 


slaršra xdx 
NERACETTETIJ 
Drugi korak: ispunjen. 


Treći korak: 


x.4+5x+6=0, odatle x =—2; nn =—3 
(x? + 5x + 6)? = (x +2): + (x +3): 
x A Re D 


— (a) 


GIGI GI ri GT TI 


x=A(Qx+3)"+B(x+2)(x+3'+C(x +2 +Dax+2)(x +3) (b) 
Konstante A, B, C i D odredimo ovog puta na II. način primijenivši ga u 


nešto proširenom obliku. 
Uvrštenje nultočaka nazivnika daje: 


Kako je jednakost (b) identitet, pa važi za sve vrijednosti x, uvrštavamo u (b) 


bilo koje vrijednosti x,napnx=0x=lx=—4,it.d. da odredimo Bi D. 
UzA=—2 i C = —3 dobijemo: 
zx=WU; 


0=—29+B2:9—3:4+ D-4:3 


Odatle 
188 +12D =30 / :6 
3B+2D=5 (c) 
zax=—4: 
—4=—21+B(—>2)1—34+D4(—1) 
Odatle 


2B+4D=—10]/:2 
B+2D=—5 (d) 
Riješivši zajedno jednadžbe (c) i (d) dobijemo: 
B=5; D=—s5 


Uvrštenje u (a) daje 


x Oke es Aa: O. 
GTP x F6) GI 'rri Girji Fi3 
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Četvrti korak: Integriramo: 


1 dx dx 
=-—|— > ; 3 miz PREK M. TI BR 3 
I > jazz In|x +2] 3| 55 5ln|x + | 


Pomoću supstitucija x+2=t;dx=dtix+3=zy; dx = dz dobijemo 
konačno: 


1 2 3 


Izračunaj integrale: 


== : [= —+m*=i +e] 
Kem x X 

«e=—1 3 4 
Jar |-—zmrsg tria + mi* +21 +] 


Prelazimo na općenitiji 


III. slučaj: Nazivnik integranda ima takoder kompleksne nul- 
točke, koje, kako znamo, dolaze uvijek u parovima kao konjugirano kompleksne 
(vidi Dio I. $ 4, 1). 

Svaki par konjugirano kompleksnih nultočaka nazivnika daje jedan par- 
cijalni razlomak oblika 
Ax + B 
kvadratna funkcija, kojoj su nultočke konjugirano kompleksne? 


gdje su A i B konstante, koje se određuju na prijašnji način 1. ili II. 

Budući da par konjugirano kompleksnih nultočaka nazivnika daje samo 
jedan parcijalni razlomak, slijedi, da u slučaju, kad nazivnik ima kompleksne nul- 
točke, broj parcijalnih razlomaka je manji od broja nultočaka, odnosno stepena 
polinoma u nazivniku, ali broj konstanata A, B,C..., koje treba odrediti, 
uvijek je jednak stepenu tog polinoma. 


Pazi! Kvadratna funkcija dolazi u nazivnik parcijalnog razlomka samo u 
“tom slučaju, kad su njeni korijeni kompleksni, pa je ne možemo rastaviti u realne 
linearne faktore! 


Primjeri 


: misa ga 
x(xt+2x +5) 
Prvi korak: ispunjen. 
Drugi korak: ispunjen. 
Treći korak: 
x.+2x+5=0 


žsj=čćl+Mi=5=—iIta 
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A Bx +C ize+x+9 


1 
T aa 


GKP) ox 
l= A(x? + 2x + 5) + (Bx + C)x 


Kocficijente A, B i C odredimo po I. načinu: 
| = Ax? + 2Ax + 5A + Bx? + Cx 


ili 
I=(4 + B)x? + (2A + C)x + SA 
odatle 
A+B=0 A=- 
A - CG : 
24 +C=0 bas pen og 
SA = 
PoV. 
I LE: KE  KKio zeba 
nje &+kIrIS Six xD +2x +5 


x(x? + 2x +5) 


Četvrti korak: Integriramo: 


ki u Kike X riž 
1=5 |in]] e ai 


L 
1 
I = -—Wm|x|— 2) (a) 
PN «+2 xdx dx 
h=| pe P = 
2 3 
h=1,+21, (b) 
1, lako riješimo kasnije, jer spada u predtip A. 
Obratimo osobitu pažnju na način rješavanja /.. 
A | x dx 
".JeTak&+5 


Stavimo nazivnik x+2x+5=t 
Odatle (2x + 2)dx = dt (9 
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Da dobijemo u brojniku integranda I, derivaciju njegova nazivnika, t. j. 
(2x + 2), brojnik x izjednačimo s 2x +- 2 tako, da (2x + 2) podijelimo s 2, a zatim 


oduzmemo s =: 


pa to uvrstimo u /,: 


2x +2 
S. ija I [o 
"Joka" "Zak; FrETI 


L 


Uvrštenje (c) daje: 
[$-u - > hnlt—1, 
ili 
hl#t+2x+5|4 
To uvrstimo u (b): 

h= nj) +2 +5|—h +25 
Odatle: 


h=zbnist+2e+5|4+ 1 (d) 


I “|arža; = prema predti A = | Z 
"Igrkrg Pp mae ISrjra 


x+1l=ti: dx =d; 4=FB; k=2 


h= [35 pg poet ž Ši oda. 
SIENE a AE , 


Uvrštenje u (d) daje: 


= 5 inlxt+ 21 + 5+ >-aretgš 


pa je konačno prema (a) 


l 1 U x 
= — ka CJ > . po 
I s [mla] znjat+2x +5] Zare tg 


ili 
ž Zaetg shi +C 


> o = s 
Vs? + 2x 5 
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dx 
> pa joda 


Prvi korak: Ispunjen. 
Drugi korak: Ispunjen. 
Treći korak: 
x*—l=(x"—1D(ax2+1)=(x—1)(x+1D(xt +1) 


a2 +i=0 Kas4 =+1 


1 ZR Ik. 801. + 
GEDGTEDETI TIT rit asTtrIlST PETO ri 


Il=Ax+1)(x2+1)+Bx—1)(x2 +1) +(Cx + D)(x— 1x +1) 
A, B, C, i D odredimo na II. način; 
l 


zaxa=l: Il=A-:2:2, odatle Mao 
aa=—li: l=B-(—2):2, odatle B=—+ 
sti visi fhebhinieh tt reži4di—a 
mao pogo dak 
l 
Odatle Des 
l 
zax=2:, i=4 +3: s—I 5+(6-2—3)-3 
ja 15 5 3 
ili la Torre odatle C=0 
Slijedi 
Pagea ka: A Se IA 
A=iIT€dr=T A sd Fevi 


Četvrti korak: Integriramo: 
In|x—1]—lin|x + l l—dacgr+6 
4 2 


ili 
4 
x—I1 l 
I= ri  TRStEBr+C 
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x dx 
3. I= sf 


Prvi korak: Ispunjen. 
Drugi korak: Ispunjen. 
Treći korak: 
x +l=(x+1)(x"—x+1) 
xi=—! 
x*>—x+1=0 


*1,2 > Il = E 


ztVz-i-ze 
x A Bx+C 
ESET AH trena + DG'*—x+1 
ras A(Qxt—x+1)+(Bx+C)(x +1) 


Za= = |: 


Slijedi : 


Četvrti korak: Integriramo: 


= — mix +11+3+ | a ai +3|-=> 
li A 


1 1 l 
=—3hix+l|+3>h+35h, (a) 
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x.—x+l=t 


(2x — I)dx = dt (9 


Uvrštenje u (b) daje: 


2x — | 
h -ilzžznetris=mr 
2 
Prema (c) imamo: 
I [dt l l l 
n=2|%+zh>rll+71 
ili 
a2 ln(x*—x +1) + : I 
“a rek 


Uvrstimo to u (a): 


1 l 1 1 
=—slhi(e + l|+-zlniet—x+ 1) +tzl+3l 


ili A, 


I=—>mn|=+1|+gbhit—#+D+>h 0 (d 


L= smi = prema predtipu A = Didi bi 


s—x+1 V3 V3 


Uvrštenje u (d) daje konačno: 


I=—3lalx+1|+n(t—#+1) + acta EZ ac 


V3 V3 
Izračunaj integrale: 
2x +1 


EJ V3 


IgE l- ruaig +e] 


1—x* 


Izržrai *[=mjxl+2 In (x +x +1) + are tg > 


Vrbasa +e] 


x +1 a 1 u) 2x +1 
[5Ge-5ml—1|+zgne+x+D—grace o +e] 
E===— 
G—n€—ax +3 


[=—njx—1|+ZnGt—2x+9 + zaegč7 +c] 


Uzmimo konačno najopćenitiji 
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IV. slučaj. Nazivnik integranda ima realne i kompleksne nul- 
točke, pri čemu su svi ili neki parovi konjugirano kompleksnih 
nultočaka višestruki. 


Postupamo na slični način kao u slučaju višestrukih realnih nultočaka, pam- 
teći, da je broj konstanata A, B, C,..., koje treba odrediti, uvijek jednak stepenu 
polinoma u nazivniku. 


Primjeri 


x bat—dxat—2 


Prvi korak: Ispunjen. 
Drugi korak: Ispunjen, jer je u brojniku polinom šestog, a u nazivniku 
3+22=1. stepena. 


Treći korak: Stavimo li (x? ++ 1)? = 0, odnosno (x? -++ 1) (x2 + 1) = 0 dobi- 
jemo x = +: — dvostruki par biše ie kompleksnih nultočaka nazivnika: 


x bat — 4x2 Dx+E.Fx+G 
—EGL+rj TS ara S Eater 


5 +at— dx — 2 = A(x? + 1)? + Bx(x? + 1)2 + Cre(x? + 1)? + 
+ (Dx + E)x? + (Fx + G)x?(x? + 1) 


x*(x* + 1): 


Za određivanje konstanata primijenimo 1. način, t. j. način izjednačivanja 
koeficijenata. 
Nakon uređenja desne strane identiteta dobijemo: 


s+x—4x—2=(C+F)X*+(B+G)#+(A+2C+D + F)x' + 
+(2B+E+ GG) + (24 + C)x? + Bx +4 


Odatle 
C+F= | 
B+G= 0 | Slijedi: 
A+2C+D+F= 1 B=0; A=—2; C =0 
2B+E+G= 0 = kb 6 =0; E=0 
2A+C=—4 D=2 
= 0 


-—2| + aint [zg 


Pomoću supstitucije x? +1 =t; 2xxdx=dt i xdx = — dt dobijemo ko- 


načno: 
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I Ma 
O+ +5 ne +1)+c 


ili 


EA ra 1+C 


 xQ2 +1) 


> 
l 


dx 
ž i laareru 


Jednadžba (x? + x + 1)? = 0 daje dvostruki par konjugirano kompleksnih 
nultočaka nazivnika. 


Kako su 1. i 2. koraci ispunjeni, prelazimo na treći korak: 


1 a. Bx + C DRE ska 2 
MPrirhja Gririjjagieri svrenu 


I =A(x?+x +1)* + (Bx +C)x + (Dx + E)x(x?+x+1) 
Nakon uređenja dobijemo: 


=(A+D)t+(2A4+E+D)x+(A+24+B+E+D)a+ 
+(24+C+E)x+4 


A+D= 
24 +E+D=0 Odatle: 
2A+C+E=0 C=-i; B=—i; 

A=1| 
. keš jeni x +1 
We dia — [srne (a) 
Supstitucija : 
a+x+1=t 


(b) 


(2x + 1) dx = dt 


Da dobijemo (2x ++ 1) u brojnicima drugog i trećeg integrala, izjednačimo 
(x + 1) s (2x +1) tako, da (2x + 1) podijelimo s 2 i pribrojimo s! 


Zest=1 1 
RE ge 


dise gi) 


lll 


Uvrštenje u (a) daje: 
tek —_z sh s larčrn —_:| € 5- 
= ija ZZ (x? ++x +1): KI Giro s+x+1 


sa 


Odatle obzirom na (b) dobijemo: 


!=tixi-2]€-: [31 -3h 


l ] l l 
= en 2 e u. 
Fe hjšiasrastEn s na +x+|) 3 51 (c) 


ili 


Naš je zadatak sada, da 


nA | pa MG 
GA +x +1)? 

dx 
xZ+x+1 
riješimo, jer spada u predtip A. 
U tu svrhu postupamo kako slijedi: 


svedemo na 1, - | » toj. izvršimo t. zv. rekurziju, dok 1, lako 


: | dx dx 
= 1\? l 2 | 1\? s 
GV=PT GI 
Supstitucija : 
l 3 V3 
i na o šo as» ie o 
x+ 5 1; "dx = dt; Z kR;.k 5 (d) 


L=Jafm (+E)Y 


Sada množimo i dijelimo integrand s k?, zatim brojniku dodamo i oduzmemo 
1* i konačno, podijelivši brojnik s nazivnikom, rastavimo /, u dva integrala: 


l kidt Il (A+) —t 
ST EJlGre “Fo vre “- 
==] đe, | 2 dt 
FJr+ra Fara 
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Kako je uz supstituciju (d) 1, = I=o- [sf rekurziju smo 


izvršili, jer smo I, sveli na I,: 


dt 1 
rlera-pi—Ei (e) 


I, riješimo načinom parcijalne integracije: 


h= lara tdi |: tdt 
(1 + hk) + k?)? (2+): + k?): 


tdt tdt 
=#H .dlu=di; d = ZRFRJ v= pre +) 


* 


[e +k=z; Udi = dg; (a = de] 


1 
t doda l 


dt 
h=—ZErE) +: | FIR ao ZErrirnja! 


i 


ili 
2x+1 l 
Gdgresna“ 
: : 3 
Uvrštenje u (e) daje uz k? = 
DA AMI 2x +1 Kg 2x +1 Ž I 


. GO GEES s “SGiIzin s 


To uvrstimo u (c) 


l rd 
gritrnom sje 


I=ln|x|+ 


pe 2x +1 zoka 
6ač+Hx+1) 3 2 


8  B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio m 113 


Uredimo: 
1 


daa ik CErET a 


2x +1 5 


6(x? + x + 1) 6 h 


— i net+x+ 1) — 


dx dt 
h= [o žn DTI prema o-[rfr = 


Imamo konačno: 


se uf o bi agr arm zo m = 
PO VIČU ŽE EPEIaN o 7 CENE 
2x +1 
— zavet = +C 
TZ keš! 'F- 


Izračunaj integrale: 


jz beta +3x+4, 
xd +4x : 
ila le kos 3 arctg—>- > b6 
ZG) GENE ZF)" 2/2 2 
x'dx I M3. 8 
-— —— = > — +C 
&—1 rlkETt: TI) 
5xt— 12 * 13x — 159 53 3 
MO ses == garet C 
(x* — 6x + 13): dx je S(x* —6x +13) 716 g" u 


Iz gornjeg tumačenja i iz primjera vidimo, da u slučaju, kad nazivnik inte- 
granda ima višestruke (»-terostruke) parove konjugirano kompleksnih nultočaka, 
parcijalni razlomci imaju općenito oblik: 


Ax + 8B 
(22 + ax + B)" 


pa imamo izračunati: 
Ax + B x dx | x 
———dr=4| = +B| —————— 
Jereret“4leroro ti) are=rs 
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Prvi integral i to: 


ars x dx 
QP+ax +)" 


svodi se na način, prikazan u primjeru 2., na drugi integral: 


E +4x +8)" 
Iz toga slijedi: 


1. Ako podintegralna funkcija ima u brojniku linearnu funkciju ili konstantu 
(na pr. 1), a u nazivniku kvadratnu funkciju, kojoj su nultočke konjugirano kom- 
pleksne, pri čemu ta funkcija može biti dignuta na neku cijelu potenciju, tada 
otpada rastavljanje podintegralne funkcije u parcijalne razlomke, 
jer je ona već parcijalni razlomak. 


2. Integral 1, = | mre gr , koji imamo riješiti u tom slučaju, svo- 


dimo načinom rekurzije prikazanom u gore navedenom primjeru 2. na: 


X 
ta- larirnn 


dx 


coil 1 u 
S Earp ako ri 


pa taj postupak nastavimo, dok ne dođemo do 1, = | 
ješimo prema predtipu A. 


Primijetimo, da | Gi možemo riješiti načinom rekurzije i u 


FaxFB" 
tom slučaju, kad su nultočke kvadratne funkcije y = x? +ax + Bo rcalne, 
premda u tom slučaju postoji mogućnost riješiti taj integral rastavljajući pod- 
integralnu funkciju u parcijalne razlomke. 

Riješi za vježbu /, == načinom rekurzije, a zatim rastavljanjem 
u parcijalne razlomke. 


U oba slučaja dobit ćeš isti rezultat: 


pa ćeš vidjeti, da se načinom rekurzije mnogo brže dolazi do traženog rezultata. 
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Primjeri 


i= | x dx 
: 0 (2x? + 6x + 5)? 


Prvi korak: 
, | x dx zm I (a) 
za ai E PRCO 7 ia id a 
. IE + 3x +3) 


Drugi korak: Ispunjen. 


Treći korak: Kako je u brojniku linearna funkcija od x, a u nazivniku kva- 
dratna funkcija, kojoj su nultočke konjugirano kompleksne, otpada rastavljanje u 
parcijalne razlomke, pa odmah prelazimo na računanje integrala: 


xdx 
krr nao 
(= + 3x + :) 


Stavimo: 
"+ux+š=: (b) | 
(2x + 3) dx = dt 
ti i 
2 2 


To uvrstimo u 1: 


1 2x + 3) dx 3 dx 
(++) (e +3+2) 
2 2 
Da 
I (d 3 idr81. 3 Kad 3 
5 ris 3 Iru =sogrogitu a TE Iru 
pa opet prema (b): 
l l 
L= mrave 3 (u (e) 
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Supstitucija : 


3 l 1 
vrana dx = dt; raki k=> (d) 


| s &+)— e 
FFE CF 


-rllefm Je?) 


lu = dt = 


1 L 
1 
lu = Ji (lu— 1.) (€) 
by a. (k* 4 1) — i m 
h=|g+m"F) prao “o 
i da t dt 
“Fllrra Jar 
1 L 
1 
lu=g(h—1) (D) 
To uvrstimo u (e): 
Bg k 
lin kak g 4——n| 
a uzevši u obzir, da je prema (d) ži 4, dobijemo: 
Iu=161—16I.—41, (g) 
b= [sf dt - [e t.dt 
(t? + k2)? Grk) + k2)? 
tdt 1 [dz 1 l 
u=t; du=dt; v= ars s -7])8--raro 
Edbhk=ei zu =02) Edi -5 
ha ra 
JE CEZAR KCE 23) 
Inu 
t 1 
h>—KEFE Tau 
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Uvrštenje u (g) daje: 
t 


lin = 161, — 16 L — «Fk I 
Ovamo uvrstimo (f), uzevši u obzir da je k! = 4. 
t 
lu "= 161, — I6I, + FE N+ 41I, 
ili 
t 
lu = FTB +121 —121, (h) 
= =: SPA "u t 1 dr 
1 = | eg — stično k= mrstitjeta 
I 
t l 
-—ZEFB +2! 
To uvrstimo u (h): 
t 6t 
Su GKRJ RR ti 
Uvrštenje (d) i 1, = | KE ao oro nji Sera riki će rola 
I di KES oh zo s ki i šić 
daje: 
lu = Mi. > gdi + _3(2x + 3) + I2arctg(2x + 3) 


1 1 3 2x +3 
he I SRE o 
(*+3x+5) (= +3x+3) 
-3 da Vi 5 — 18 arc tg(2x -+ 3) 
s+3x+7 


8(2x2 + 6x + 5). 8 (2x7 -+ 6x + 5)? 


9 2x +3 9 
—_s' SFREekrS 4 o Bl +3) +C 
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- Jorg 


Prva su dva koraka ispunjena. 


Treći korak: rastavljanje u parcijalne razlomke nije moguće, jer je podinte- 
gralna funkcija već parcijalni razlomak (u brojniku je konstanta 1). 


Prelazimo ravno na računanje / = Ii: 


m3 ea *-sllaty-)ero) 


lu L 
l 
In =75 (u— 1) (a) 
ta= | aag -; tE &«=5|[-% xtdx 
(2+9 9 (x2 +9): ik wE (22 +9): 
I» 
1 
u=5(4—1) (6) 
Uvrštenje u (a) daje: 
1 [1 
lu = 3 Eme >) — 1] 
ili 
l 1 I 
m=sgi=saih zd (c) 


ka ars | ro 


= . — . —- 1 
—u do o og-Ti87 pro 
zt+9/=zg; Uakudr=deg;) xde=— 5 de 


x 
BS ZEFo 2] GT+9): 
1 
X 


l 
h=— za F9) +7 /u 


Ovamo uvrstimo (b): 
x l 


l 
+=l>—=l 


L 7 HGD 9): "36 36 
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To uvrstimo u (c): 


1 1 X 1 l 
I =81—4h tero) ZA tz 
sarma (d) 
ili lu = 36(x2 F9) 108 : +108 : 
x2dx A a x 1 | dx 
IL, 
x 1 
Ll=—zgagtzi (e) 
Uvrštenje u (d) daje: 
sa X 1 1 
== teza li tra 
lu =3ZGGE F9) 1 ZIGG F9 ŽIG! 108! 
: dx 1 x 
il === — a 
i uz đi ZTF9 3 arc tg 3 
x x E: 
kaćE KU TETIADIJEE TE zagaete-z +C 


Izračunaj integrale: 


dx 15x*% + 402? + 33x 
be ID |- RG FI) Pp metex+C 
3x +2 ba. 13x — 24 26 2x — 
pa [- K+) TE E *+c 
dx 
(FF +10 
aci 18(x + 1) 3(x +1) 2) 
I GE raroj  s+aro ee +e 


| x +1 
ICE TETI 
-alaiaog + ini tm act g |+C 


Primjedba. Iz gornjih primjera vidimo, koliko vremena i truda stoji rješa- 
vanje integrala razlomljene racionalne funkcije bilo načinom rastavljanja u parci- 
jalne razlomke, bilo načinom rekurzije. Već sam na početku tumačenja o tipovima 
neodređenih integrala spomenuo, da se svaki zadani integral najprije kuša riješiti 
na neki jednostavniji način i da se tek tada, kada toga načina nema, prijeđe na tipove 
integrala. Ta uputa vrijedi naravno i za računanje integrala razlomljenih funkcija. 
Navedimo nekoliko primjera. 
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Frimieri 
z'ike 
Kako je Da = dx! a u oEeojniku je mh, izavino: 


htaš=i; Grdr= dr, a odmle odem 


Ligritenic daje: 
bra _ osmi 11 i | 
reg da=ssi ie" htio 
mje 


Kako FD = dr, Pati, tavimo ter; dk tt 
pa dobijen: 


"du di I a7. 
Jič7-+ Jača m| ore 
h-l-do 


u|Je+4 [ari “mlt+Zui—2]) m 


dx 
toru 
Kako je raznika cksponcnata od 2: ć— 5 = |, stavimo: 


čari šedr= da nodale dx= g5,, pa dobijemo: 


pai -5|; di -| dr 
Zlečskrlij Sijera rn Ireč+i 
Maksa ravtarljanja u parcijalne razlomke dokijezo konačes: 


t=— gale] +lal#+1|4+€ 


Izračunaj na taj način integrale: 


2 3 
1% eto 


gda x* Eo 
Is [-5-" FrI+c] 
Paris 1 , ' 
J =G—1D [=2:—ine + ing —D +c] 


Prelazimo sada na računanje integrala algebarskih (iracionalnih) funk- 
cija. Svi ti integrali, ukoliko se daju elementarno riješiti, svode se pomoću po- 
desnih supstitucija na integrale racionalnih funkcija, t. j. na tip I. Drugim 
riječima, vrši se racionalizacija integranda. 


Tip II. 
Im : Ve di) : 
[ Ra V ax + b)dx; ji (=> arm“ dx 


Kako znamo, slovo R je oznaka razlomljene racionalne funkcije. 


Prema tome u taj tip spadaju integrali, čiji se integrandi sastavljeni od 
n 


n 
% Vax +, odnosno VE i konstanata konačnim brojem racionalnih 


"n 
operacija, t. j. zbrajanjem, oduzimanjem, množenjem i dijeljenjem. U xi ax +6, 
n 


odnosno VE integrand je racionalan, ali u x samom nije, jer je x pod ko- 
rijenom. 


Karakteristika toga tipa: pod korijenom je linearna funkcija, odnosno kvo- 
cijent linearnih funkcija. 


Postupak pri računanju integrala tog tipa: 
Prvi korak: Supstitucija: 


vj = 
Vax+b=:, odnosno mae 


Drugi korak: Iz tih jednakosti računamo x izrazivši ga s t. 
Treći korak: Računamo dx. 


Četvrti korak: Ostale x izrazujemo s t. 
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Peti korak: Sve to uvrštavamo u integrand pa dobijemo integral racionalne 
funkcije od t, t. j. jA R(t)dt, a to je tip I. 


Time je provedena racionalizacija integranda, pa integral rješavamo na 
već nam poznati način. 


Šesti korak: 
: ax + b 
Uvrštavamo t = Vax +6, odnosno tt = vat 
cx +d 
Primjeri 
1. [EE + lax 
1) V2žx+1=:|: 
: t2—1| 
2) x+r=t; = 
2 
3) dx =tdt 
(e—1)* 
DL = 
4) Xx Z 
5) Ii= “|azu Pas či 
I=4l, (a) 
1? 
IL = ras dt 
2 t? A B 
“ nE jE 


STD GFEDPES=TPTTTED I Tai 


C D : < 
ka=ptr=ml't-0 


č=A(t—1)t+B(t—1)(t+1) +C( +1) +D(+1)i(t—]1) 


zat=—il: +1=4A A=+3 
l 


zat=" I=4cC Čč = 
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zat=0: dass ik aji Bb === 


4 4 2 
212: ia pipi dni surad i 
e: o id "di digi“ >; 
1 I 
"mreze dog 
ia. 1 dr 1 de 1 dr 1 < JESEN 
h=+alarn slete E- 
-+|l- 3 —mle4+l-= + tnle—il] = 
"di +1 | 
1 t—=1|1+r+il t—1| 1 U t=1 
e +ninl-3-aentin] 


6) Prema (a): 


WETFI ,VEeFi= 


I=4l,=——————— + ns 
2x +1—!1 V2x +1+1 
ili 
=> Veže. inž +1—1 =) 
x NEE! ia 
ŽE mi 
——— 
I==Ve=1 
3 
1) Kk-—Itaerj? 
2) r—i= x=P+1 
3) dx = 3r?dr 
4) otpada 
3 
5) 13 bea =-—3[ 25; de = 


2 
(+mt=ij= PFI; 


-—3|5 +e +24+2n—1i] 


I 


6) 1=—3["5 «GER + zIakijzt= | +C 
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3 
3 . 1= [rv=ža: 


3 
1) x—4=it)|: 
2) x—4=0 x=t+4 a 
3) dx = 31'dt 
4) otpada 


5) 1=7:3 (+4) 1 0dr= 3 +84 T= 3X +70) = 3(P+7) 


3 3 
6) I=3\(x—4) (x—4+7) =3\x—4(x—4)(x +3) 
I=3(x*č—x—12) \FS4i+c 


4. E zla 
1) zi 
2) = -e; x+il=tx zx=i; dii 
3) de = sa dt 
4) e Tr 
5) ie —afe—dć za zpd=—2fea=—25 


o. VET 


Posebni slučaj integrala tipa II pokažimo na primjerima: 
fo 
g | e dx 
Vx+Vx 
4 


Vs = x! Supstitucija: x =", 


Rs gdje je n najmanji zajednički nazivnik razlomlje- 


i nih eksponenata. 
Va= x! 


Za naš slučaj: x = 1"? 
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Dalje se postupa kao prije. 
dx = 1218! di 


I=12 Pai kosor pe 
š EST de [zara] zra 


PG+)=f—6+—24+ a 
I:= 12 (5 — = LE emo +1—arctet) 


12 
Iz supstitucije x = 1" slijedi, da je t = \x 
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E ježi s VP—4lE+n\s—izacu|s+0 


4 s 
I=5V7— 
2 I xdx 
: =|>-————>— 
[Hz +1—Vx +1 


3 
V = 'la 
x +1 x+ x+1=f; «=#—1; dx = 61 dt 
Vx+1=(x +1) 


— =, == š = 
1=6[ = čdr aag dd 


sjena TE e M 


t—i 


6 
Kako je t = Vx + 1, dobijemo konačno: 


3 6 
r=—3 VG FO =4VeFD— S VGFI—&e+0— 


0 a Ri ei 
mas Va + er Va+1:+C 
Očito je, da gore navedena supstitucija 


Vax +6 = 
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vrijedi samo u tom slučaju, ako se pod n-tim korijenima, ukoliko ih ulaze više u 
integral, nalazi uvijek jedna te ista lincarna funkcija. Nalaze li se pod korijenima 
različite linearne funkcije, moramo dotični integral riješiti na neki drugi način. 


Navedimo primjer. 


I= | za 
Vx+1+Vx 
Brojnik i nazivnik pomnožimo s 


\FFI—ys 
ro [EEE [yerra— [vra = 


x +1—x 
2 did 2 5 
it + If = =5(UGk+D — x") +C 
Izračunaj integrale: 
dx 
[ a [=a+9(3\TFr—1)+c 


1 +VI +x 
dx > a ==/ 
Neni [- VE VI —x+/V2 +e] 

nod 3 
== [—s Vario: + 5 (2 + |) +e] 

x +1 

l r=s A H +%=—Vi—= I—x 
[=Vrzže EE zi) 
ma Il=2Vr—a\z+4m(+V9+cC] 
+ 


3 
|—Era ći 
x | 


6 
pr +C 


ja 
eri. PRE Ni 


Uputa: brojnik i nazivnik integranda pomnoži sa brojnikom : 


Tip III. 


[ R(x, Vax? + bx + c) dx 


Integrand je racionalna funkcija od x i drugog korijena iz kvadratne funk- 
cije, t. j. integrand je sastavljen od x, drugog korijena iz kvadratne funkcije i kon- 
stanata konačnim brojem racionalnih operacija. U x samom integrand nije 
racionalan, jer je x pod korijenom. 
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Karakteristika tipa III: U integrandu je drugi korijen iz kvadratne 
funkcije. 

Ovamo zapravo spadaju naši predtipovi B i C. Izdvojili smo ih, jer su po- 
sebni slučajevi tipa IIl, pa se mnogo jednostavnije rješavaju kako je to pod B i 
C navedeno. 


1. Osnovni postupak za rješavanje integrala tipa III. 


Taj postupak sastoji se u racionalizaciji integranda pomoću Eulerovih 
supstitucija. Integrand, koji nije racionalan u x, svodi se na racionalnu funkciju 


od nove promjenljive t, pa se dobije ll R(t)de, a to je tip I. 
Pri toj racionalizaciji razlikujemo dva slučaja: 


1. slučaj. Koeficijent od x* kvadratne funkcije, koja je pod korijenom, 


t.j. au \ax? +bx +c je pozitivan. 


U tom slučaju postupamo kako slijedi: 
Prvi korak: Supstitucija: 


Vat+bx+c=\a.x+t 


gdje je t nova promjenljiva, u kojoj treba izraziti sve x, koji ulaze u integrand, a 
također dx. Prema tome: 


Drugi korak: Iz supstitucije računamo x, izrazivši ga s <. 

Treći korak: Računamo dx, izrazivži ga s £. 

Četvrti korak: Pomoću supstitucije izrazujemo kvadratnu funkciju s £. ' 

Peti korak: Sve to uvrštavamo u integrand, vršimo sva moguća kraćenja pa 
dobijemo f R(u)dt, t. j. tip 1, koji računamo na već poznate nam načine. 


Šesti korak: 


U izračunati [R( t)de uvrštavamo t = Vax? +bx +c —\'a . x dobiven iz 
supstitucije. 


Primjeri 


dx 
l. Fazni = e =S 
A Errrr= 


a =1| > 0, dakle slučaj 1. 


1) Supstitucija: 


Vxt+ 2x + = \Vi.x+:|! (a) 


2) x>+2x+3=x+2rx+€ 
x? sc ukida, pa možemo x prikazati kao racionalnu funkciju od t: 


2x—2tx=u—3 
2x(l—)=—3 


1"—3 
*-za=9 u 
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I(I—=?):2t+(?—3) I a— 2674+ —3 


3) Ms —-hoag TO ik S 
Il —=t+2t—3 
lat ne] 


4) (b) uvrstimo u (a): 
2_3 #--3+2t—2rt 
Vaz ova gaji de njetezat? 
bo rec zd=o 
_ 2 —- 
\FFRri = a 


5) Sve podvučeno uvrstimo u zadani integral: 
(>t*+21r—3):2(1—10-2(1—*? 


= ni 
SEtEiri li U=-IEEri-o 


=> [ Rtoat 


Nakon kraćenja dobijemo: 


dt = 


dt osli 1 n=l: 
I= 2/5 = prema (56b) = 2-* Sragavi i jad 
7F—3 TED LAV3 V3 NFTE 


6) Iz (a) imamo: 
t= \xt + 2x +3 — x, pa uvrštenje u I daje konačni rezultat: 


z SE ER 
Pa A KE Pai nd i EL 
V3 \xt+2x+3—x+\3 


2 '- [eni edu 
ć Vx? Fra 
a = 1 > 0, dakle slučaj 1. 
1) VeFi=x+:1| (a) 
2) xZ+l1l=x+2ix+t? 
12—1 
s logo u =Dy 
3) dx= — sI FE 
2+1 
dx= — TE dr 
4) Uvrstimo (b) u (a): 
= ken Pira 
x? +1 TI +1 ši 
+1 
2 = 
x. +1 3 


9B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 129 


5) Uvrštenje podvučenog u 7 daje: 


(EH -i)te+ o 


ki kje 
(“ zro+1)as 


(—21+DE+D. 1 
a A ESTE NI (KIH DE «-—z [Raa 


Podijelivši brojnik s nazivnikom i uzevši u obzir, da je #£2+ 2£ + 1 = (ft + 1)% dobijemo: 


45—124+21—1 
=—i!+: JO Rare BELI o“ 


I=— dt = 


Nakon rastavljanja u parcijalne razlomke imamo: 


1 l l 4 8 
Ljeta zaranja“ 


U H+t—91—1 
= i+2inltl+ mr r-2bl#|— ZBSERLD 


6) prema (a): 
i=\x+1—x 
Nakon uvrštenja i uređivanja dobijemo konačno: 


15 Vstr 
I=2n(Vxtr i—g+rtamitne VE 


Izračunaj integrale: 


dx == 
== mazno ir) 


Varasri (FIrrI—žri 
= [-—+0UFFi—9'—2nQFPI—9 +0] 
xIVaTi “ 2 
f dx | onatizalčni+k, c| 
(2+ DVx—4 2V5 x2+1—x\et—4— Vs 


2. slučaj 


Koeficijent od x*, t. j. a u Vas -- bx + c je negativan. U tom slučaju raciona- 
lizaciju integranda ne možemo provesti pomoću supstitucije slučaja 1., jer je \'a 
za a < 0 imaginaran, a uvijek se traži realna vrijednost integrala. Prema tome 
je supstitucija u tom drugom slučaju drukčija. 

Prvi korak. Odredivši nultočke x, i x, kvadratne funkcije, koja je pod korije- 
nom, rastavljamo tu funkciju u faktore po poznatom pravilu ax" + bx +c= 
=a(x—x)(x—x:) pa pišemo supstituciju: 


(uzeto da jea = —a) 
V—a(x—x)(x— x) = Va(n—s)(x—xj=t(x—x) ili t(x—x,), gdje 
je £ nova promjenljiva. 


Daljnji postupak je isti kao u slučaju 1., pa vidi tamo korake drugi, treći i t. d. 
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Primjeri 
1. -'—=—— 
xV—x7+ 3x —2 
a=—1<0—slučai 2. 
: 3 g 
1) —x+3x—2=0 xt—3x+2=0 xe=35+ FN 


Xx=2; x=1; —xt+3x—2I=—(x—D)(x—1) =(2— xa —1) 


2) Supstitucija: 


V2a—»x—1l)=(2—»)|: (a) 


(2—x»)(x—I»)=f?(2—x)!? 


Vidimo, da su obje strane jednadžbe djeljive s (2—x). Da se vidi to pojednostavljenje jednadžbe, 


rastavili smo kvadratnu fukciju u faktore. 
x—i|=t(2—x) 


x—i|=2—tx 


«Žž +1 
EF i 
(12 + D4t— (2+ 2 2*+2—2—i 
3) dx = E Rag nr di =2 (LIKE dr 
2t 
dr = kipi 
4) Uvrštenje (b) u (a) daje: 
212 + 1 2 +2—2— 1 
-_y 2 = ( -_ ) = i —————>— 
V-x?+3x—2=:1(2 ETFI t ČrI 
— x? —_— = 
V x*+3x—2 EVI 
5) Uvrštenje podvučenoga u 7 daje: 
| 2 +(4+ 0 G24+ 1) E ra 
Ted aageernić 2) ari sE Be 
1 +3 
——arcig—==\|2aretg(t\2) (c) 


= prema (524) = = 
i a Ž 
-Ke=ne—x)_ K= 
2—x 


2—x 


1 = Vi arete (V2 552) +c 


6) Iz (a) imamo. 


Uvrštenje u (c) daje. 
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2. - [izlzE« 
l+Vi—x: 
a=—1<0—slučaj 2. 
i) Il—=x=—(x"—l)=—(x+dDiax—d) = (1 —x(x +1 
2) Va—=xQ&+D=t(x+1|2 (a) 
(I—x)(x +1) = (x +1)? 
l=x=tx+ 
1'—| 
PE PTI ki 
(t2 4+ 1)2t— (12 — 1) 2 
» dx E (ST) ZED dt 
4t 
=“ (c) 
4) Uvrštenje (b) u (a) daje: 
f'—| 
Vi=s-:(— gram ka +1) 
li Vi—=ž= (d) 
5) (d) i (€) uvrstimo u I: 
I— 4t 
M us > tii 
re +4 Ze+n (+ 1)? 
oj (12 — 24 1) +2 (t—1):-# 
SI FPErDON HFaerie" ada narn DG 


Integrand rastavljamo u parcijalne razlomke pa nakon integriranja dobijemo konačno: 


gdje je prema (a): 


izračunaj integrale: 


Ig==s == 
/ dx 
x V4x — x? 
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i=al-r— mara] +e 


|-u Vi=x=2+2x—1 +e] 


Mein E +1 
[--f== m 


2x 


=== [-5(->"me+ l)—12arcitgt 4+ 13ln(t +1) + 
3x +]/5+ 8x — 4x? 39 
pio 
+5ln(t—5)) + C, gdje jet = — oko E krsni 
(«+-) 


II. Posebni oblici integrala tipa III. 


Pomoću gore opisanog osnovnog postupka možemo racionalizirati svaki 
integral tipa III, t. j. možemo ga svesti na | R()dt (tip 1), a time dokazati, da se 
taj integral može elementarno izračunati, ukoliko se nazivnik racionalne funkcije 
dade rastaviti u realne faktore prvog i drugog stepena. 

Medutim, taj način vodi u većini slučajeva do toliko složenih integrala racio- 
nalne funkcije R(2), da ih je praktički teško izračunati, jer je rastavljanje funkcija 
u parcijalne razlomke previše komplicirano. S toga razloga navedimo još druge 
načine za rješavanje nekih posebnih oblika integrala tipa III. Ti načini brže vode 
Cilju, pa se uvijek primijenjuju za te oblike. 


a) Podintegralna funkcija ima oblik razlomka, pri čemu se u brojniku cijela 
racionalna funkcija, a u nazivniku drugi korijen iz kvadratne funkcije 
Integral ima dakle oblik: 


iz [2 + ix" +... (+ax*+4.x" +ax +4, 


Vax FER 


Stavimo: 


Im=(AmiX* + A2 +... FA Zt+Ax + A) Vax? + bx + c + 


=“ dx 
ei: | ESET 
gdje su A4, A,, ...> A,—i> A, nepoznate konstante. 


Da ih odredimo, deriviramo obje strane gornjeg identiteta po x pamteći, da je 


D, [ f(x) dx =f(x), a zatim množimo s Vaxt + bx + c. Na taj način dobijemo 
dva identična polinoma, pa usporedivajući kocficijente istih potencija od x tih poli- 
noma dolazimo do (# +1) linearnih jednadžbi, iz kojih određujemo nepoznanice 
Ao Ay A2...) A,» postupamo dakle kao pri rastavljanju razlomljene racionalne 
funkcije u parcijalne razlomke (vidi tip 1). 


Primjeri 


2 
hi 
== 


Kako je u brojniku polinom drugog stepena, stavimo: 


&=(4x+4)(1=2:—s+4 | (a) 


| a dx 
a Vi—2x—x? Vl—2x— x? 
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Deriviramo po x: 


s? 2—2x 
> =(Ax +4 mz tvz A 
Vi—2x—x?2 ća , 2VI—2x— x? : 
uo +MI—2x— 2? 
Vi—2x—x? 


*=(Ax+A)—I—x)+(1—2x—22) A +4 
č=—AX—A—A x —Ax+A—2A x —Ax"+4, 
xi=—2Ax+(>>3A—A)x+(A.+/A4—A) 

Slijedi: 
1 
—_2A,=1; A=—3 


3 3 
—_3A—A=0; 2-40; dm 


A.+A4—A = 0; A, =2 
Uvrštenje u (a) daje: 


1-(—5: šk 
ili 
I=5G—9VIZ2r=H +21, (b) 
dx dx dx 
L=|-————= dtip B = =| = = 
== presao === +D—1—1) Er +1: 


x+1=t; d=d; 2=&%5 k=\2 
«+1 


dt Sir : 
= arc sin -—> = arcsin 
Vae'—eE k V2 


Uvrštenje u (b) daje konačno: 


Isl G—YVISTs= HE +2acsinžEl+c 
2 V2 
2 re +3 
V9x?+ 6x +2 
Kako je u brojniku polinom prvog stepena, stavimo: 
i [E sai Frmeiaa | (a) 
V9x?+6x +2 V9x?+6x +2 
Deriviramo 
2x +5 — TRSRLE BU Sita 
V9x'+6x +2 9x2+6x +2 == sn 


2x+5=9A4x+(3A+A) 
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94, = 2; 4-3 


ZA, + A = 5; Ž+A4=5 A=7 
Uvrštenje u (a) daje: 
= spram ak; (b) 
pri 
A rarrrzinon dk daa 
V9xt+ 6x +2 3 Se. 2 
x*+=X+— 
3 9 
1 dx ko: , a Meke. 
-+ = tro dz= di; k -3l-3 = 
nod Pa 


-.In(t+/V/t+ P)->n(« + g =+3*+3)7 


Ba i 1+\5x7+6x+2) —ln3 +C 
3 io 
CG 
Uvrštenje u (b) daje: 


I= > VBETFErI 2+ Sin +1 + PSE FGKT2) +C, 


Na taj način možemo izračunati i integrale predtipa C. Da ih svedemo na 
oblik a), množimo i dijelimo podintegralnu funkciju s drugim korijenom iz za- 
dane kvadratne funkcije. 

Izračunaj na taj način sve integrale navedene kod predtipa C. 


Izračunaj integrale: 


TESKa (= 1+5mn(x+VxfF1)+C] 


Izračunaj taj integral i na drugi način i to tako, da ga rastavišu dva integrala, podije- 
livši svaki član brojnika s nazivnikom. 


x+2x+5 1 

———— d = —(x2—5x + 46 V+4x— — 

VxZ+4x—5 5 3 ) 
—34im(x+2+VFF4r=3)+c] 

x* dx (M 5 z 3 

sn [- (4"—;:) Va Fi+ gine + F1) +c] 


b) Ima li integral oblik: 


[(a,x" + apiž"=i +... + ax + 40) ax? + dx +cdx, 


tada množeći i dijeleći integrand s ax? + bx + c svodimo ga na pređašnji 
oblik a). 
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Primjer 


1= [xVFFr=sa = 
#Q+x—*) 4 — x + x? + 8x 
V8+x—2? V8+x—x? 
Stavimo: 
—2 + 2x2 +8 
Iz | E a=(Af+Ax+4 VšFs=24+4, | — (9 
TETE. 2 i 9) 3 nr=" 
Deriviramo: 
2+ 2+ 8x _ . 1—2x 
i rr ami Tr sd bis ga 
A3 
+—_———— +2/8+x— x? 
V8+x—x? 


—2+2x+16x=(A, 2 +Ax +4) —22) 4+2(8 + x — 2) (24,2 + A) +24, 


Nakon izjednačenja koeficijenata i rješavanja jednadžbi dobijemo: 


1 . 67 33 
A.= 53 A4=—i Ao =) A, = i€ 
Uvrštenje u (a) dsje: 
se. 1%. 67 33 dx 
-(5-2-avre=+alnrs 
Rješivši taj posljednji integral po predtipu B dobijemo konačno: 
2 2x—1 
1=(5—Z5—f)vsr=7+g -> arc sin V33 +c 
Izračunaj: 
fQe—9V2+3x—x"dx 


[- (4 xt—3x+ 5) VEP3r—+ g aresin? +e] 
\3 6 + Vi7 
Cc) Ima li integral oblik: 


dx 
ia Vaxt + bx + e 


gdje je n prirodan broj, a & bilo koji realan broj (često nula), možemo ga pomoću 
supstitucije: 


x—k= 


svesti na oblik a) ili na osnovni integral. 
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Primjeri 
dx 


L: ' Beg li==—-E.. 
== 


(a) 


a to je pređašnji oblik a). 


Stavimo: i=—1, (b) 


t2dt dt 
=! =(A,1+A Vii—_4t—2+4A ———————— (Cc 
: *—4t—2 vi 9 | 17—4t—2 g 


Deriviramo po ?: 


12 2—4 
= SUAt+A) ==> +Vi—4t—2 A+ 
Vei—_4t—2 : č 2VE—4r—2 A 


+ nE. m Ve=4r—2 
Vet=4t—2 


"=(At+A4)t—)+4G—4t—2)+A 
ČP=AČ+At—2At—2A+A0—4At—2A +4 
č=2A2+(—6A +A4)1+(A.—2A —2A) 

1 


2A=1; Ma e 


—6A +A4=0; A= 
A—2A—2A=0; A=17 


Uvrštenje u (c) daje: 


1 dt 
ajde [ 2— 
ke : Ve=4t—2 

L 


ti (f +3) V=4r=2+11 (d) 
dt 5 dt 
L=  ======pedtipB=|———————== 
: == eli rss 


t—2=z dim=dz; 6 = hk 


=lhn(z+Vz=6)=hna—2+ \f—41—2) 


Z dz 
22—6 
Uvrštenje u (d), a zatim u (b) daje: 


1=—(£+3) Ve=2r=2—1RbU=?+ VE STE) 
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x : 1 
Konačno uvrstimo t = Zi Prema (a): 


1 1 4 i 
ta=lgog E 3) mr m(—i—? + 
i 4 
+Va=n-mi 2) 


ž 1 3 —2x +V3—2x EV 
= —(zagtna)j=e sa (=== rp “i 
& jele 
x+DVi—x? 
1 1 dt 1 
x+1= mi st dka =) TIT (a) 


Uvrštenje u I daje: 


Tia dt dt / dt 
=- — == = — ———— +) = — = = 
g: 1—(+—1) u EDA pr=1 


t 


Čč: 2 


=-2|y-- U [=ta-—-zq-—Vr-—VE=i = prema (0) = 
Z 


ko = 
xV4x — x? 
Le ote jok 
za d=—z di ba (a) 
kuje dt 2-—/| de oj 
aya _ I 4t—1 
rame 
dizka-E3; a<f 
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IL [da ie 4 nam 
kam i Ko>rv--zle=ismueo=—s zo 


Onaj, koji je taj integral riješio pomoću Eulerove supstitucije, opazit će velike prednosti 
računanja tog integrala kao posebnog oblika c). 


4. EE: 


xa d=— ij = (a) 
Ke ein. s = —arc sin £ 
aa ETE Vi—: 
tu 


Prema (a): 


I z hkaci +C 
X 


Izračunaj integrale: 


[== Neo) 
x|x2+1 V+I+1* 


Bl dx [iri x +c 

x(5—2x2 Vs V 5 + 5 —2x? 

ES s Kr Tr aan 
(—2)VxŽ— 6x +1 VI V8.(x—2) 


dx Ve = Ixž-4x+1 
| [-— x EH ami a+ Pes] 


x2Vx—4x+1 x 


X 


| dx 
x Vxž+ 2x +3 


dx 
ir Ve2+ x +1 
Rezultate vidi na str, 128, 130, 131 i 132. 
( dx 
s x\=xž+ 3x —2 


| dx 
e Vi —x — 22 
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Poseban slučaj oblika c). 

Ako faktor (x—k), koji se nalazi u nazivniku ispred ax? + bx + c, nije 
linearan, treba najprije provesti rastavljanje u parcijalne razlomke, a zatim integral 
rastaviti u više integrala. Često vodi taj način brže cilju nego primjena Eulcro- 
vih supstitucija, 


Primjer 
(Z—DVi—= 
sz rastavimo u parcijalne razlomke (vidi tip I): 
1 A 
sorti == (x +1)(x—1) 


I=AQ«—1)+8B(x +1) 


Aka=1 I1=2B; žad 


2 
zax=—l; I=—24; dei 
1 1 l 
xi—1 =—škrdbl iki 


To uvrstimo u / pa ga rastavimo u dva integrala: 


ot t,d4). af 


1 dx 1 
= ——==+ 3! === 
rive enves 2 
L L 
1 dx < =z atike '& i 138 
E DVi== 142 (vidi primjer 2. na strani ) 


f dx 
L= = 
a hair 


1 I A JE. 
tis) da a o Ena 
I dt h*7, . dt dt 
ame ed if Add Kai. 
"E pomak pra 
—u—i=—s;dt=9 
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Uvrštenje u (a) daje: 


zla VE) - :KE- rea 


X 


I=— =+C 
- x? 
izračunaj: 
[ dx [ 1 : 7—9x 
e. a >. == — 
(x2— 9) \5 + 6x — 722 6\'40 (x— 3) |11 


1 o 12x—2 
— sVe arc sin E. PIVI 
Na isti način može se izračunati integral, ako je podintegralna funkcija 
I 
Vaši te 
pomnožena s nekom razlomljenom racionalnom funkcijom 


U tom slučaju također rastavljamo R(x) u parcijalne razlomke, a sam integral 
u niz integrala oblika c). 


Riješi na taj način: 


3x — 5 
dx 
levi x? +4 


3x — ga : 
rastavivši u tu svrhu —— & vr u parcijalne razlomke. 
«ZETA, 17 a x+4—V5.\x? +4 ija 

5 x—l 5V5 x—1 

a takoder: -— i M BP 

(x—1)*KVl+2x— 22 
[PR EzE- zna | V2+VI +2 17 zA 
"Mo V2 | psu mom 


Ako je R(x) već parcijalni razlomak, moramo primijeniti Eulerove supstitucije. 
Tip IV. Binomni integrali 
To su integrali oblika 


[ (ad + bj" dx 


gdje su aib realni, a p,q i r racionalni brojevi. 
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Ako je r razlomak, a to pretpostavljamo, tada binomni integral možemo ele- 
mentarno izračunati, t. j. izraziti ga konačnim brojem poznatih nam elementarnih 
funkcija, samo u tom slučaju, ako je: 


cio broj ili nula 


1) 
ili 


2) 


p+!| 
q 
+ r cio broj ili nula. 


pri 
q 


Ako ti t. zv. uvjeti integrabilnosti nisu ispunjeni, integrand ne možemo 
racionalizirati, a dakle ni integral riješiti. 


Supstitucija: 
u slučaju 1) at+b= 
u slučaju 2) ax?" + b = ix 


Tu je £ nova promjenljiva, s eksponent korijena, odnosno nazivnik u r, koji 
se u oba slučaja uzima s predznakom -+. 


Primjeri 


1. I rr Pre+nta 


p=5; qa=3, ==. s=2 


phi SI = 2 cio broj — ispunjen je prvi uvjet integrabilnosti, imamo slučaj 1). 


q 3 
Supstitucija prema ax? + b = 5: s+i=t? (a) 
3xdx=21dr 


dx= 5 1d1 


Kako nam treba x*dx, množimo posljednju jednakost s x": 


sdx= great (b) 
Iz (a): 
x=t"—1 
Uvrštenje u (b) daje: 
de = 510 — Da (c) 


Uvrštenje (a) i (c) u 7 daje: 


3] ez Da=2(8—)-žu0—o 
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Iz (a) imamo 


t=Ve+1 


Uvrštenje u I daje: 


= 3e—Vs? I+cC 


# ds —4 = 
2. = x 5 (22 + 17 Ždx 
Ver TI zi ) 
1 
p=—4; q=3; pen s=2 
jo nu 1 = cio broj — slučaj 1). 
q 3 
Supstitucija : 
3+1l=f; t=Ve+Hil (a) 
3x?dx = 21dr 
2 
x2dx = 3 tdr (b) 
I ne = brojnik i nazivnik množimo sa x* = 
x? dx 
= === (0) 
[Er +1 
Prema (a): 


= (12— 1)? > (d) 


Uvrštenje (a), (b) i (d) u (c) daje: 


sao! (2. dt 
: kim "slay 


Nakon rastavljanja u parcijalne razlomke dobijemo: 


Integriramo: 
2 Lo. 1 
1-5 [ KO iatta mk =52 — 4 inl—ni] 


1 1 1 1 t+1 
=-zlntmau)tenić? 
ili 
La | Hus | | t+1 
že SET sI 


143 


Uvrštenje (a) daje konačno: 


Izračunaj: 


dx BE. 2 Y pg 


$ : 
3 = z.. zi (x + 1)? dx 
x +1 
p=3; q=8 rs=— 75; s=2 
ph+|_3+1 ž g . Ea, ; gif oi : 
ZETE *T + cio broj — prvi uvjet integrabilnosti nije ispunjen. 


+1 1 1 : : : : a." x Sa : 
e +r= ses" 0—ispunjen je drugi uvjet integrabilnosti, imamo slučaj 2). 


Supstitucija prema ax“ + b = 65xt: 


l+x-5=A (a) 


>| 2 zi mi g m= = - Igara ni (b) 
FO 


1+ 
Prema (a): — 8x —?dx == 2(dt 
odatle: x- x dx= — gta 
Iz (a): 


Uvrštenje daje: 


(t2— 1) Ši: dt 
dx I.-.* 
Stasi“ = 


Uvrštenje (a) i (c) u (b) daje: 


1 ME O. de fd 2, ES rema (a) = 
—qaJa=ni+7— 4) 82178 +17" 


GLaplCrsđ-t 1, SP-a je 
Š Mirrt4i #8 Varira 
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xi. dx 
4. I= = |A.(1+A)7fdx 
VI + >? | 
p=4; a=3; =—3 s=2 
pr Ai = 5 + cio broj 
q 3 3 Oba uvjeta integrabilnosu nisu ispunjena — 
+1 5 1 7 S x integral ne možemo elementarno riješiti. 
> +r=———=— +e cio broj 
q 3 2 6 
s ni i 
5. i= | - fa+» dx= fe.(14+2) dx 
VI+x= 
p=0 1=3; '=—3 s=2 


b+1 0+1 1 < Z 
=—3 77 * do broj Isto! Kasnije ćemo taj integral približno iz- 


Ž računati rastavivši integrand u binomni red. 
Brdu ja s-+; = —< i co bao (Vidi dalje točku 8. ovog $). 
q 
Izračunaj: 
2 1 
[ Vr=sza [- —(ge—mVz=3= + c] 
dx 1 (2xt— DVI + 
sVrre = o 
x" dx 1 Va— x | 
Me = Pad zap va —x 
iza E T* V4— x 2arc tg z +C 


Primijetimo, da se kadšto binomni integrali dadu izračunati jednostavnije bez 
primjene gore navedenih formula. Pokažimo to na primjeru. 


3 
Primjer I= |V +F2)fdx 
3 
I= [eva +xY dx = 


1+saif ; 2=t—1| 


dx= di ; dx= 3>dt 
3 
= 5 [a—oča- 5 [(2—P)a- 


1(30_ 35 1 V za V 3)5 

ma: ra =? “> Gre? (l1+x)+C 
E ; x? dx 

Isto tako možemo gore navedene binomne  integrale fiz i 
=, 


7 
x>/ 2 —3x* dx mnogo jednostavnije riješiti uz supstitucije, uzevši neposredno 


za prvi integral 1 — x? =, a za drugi 2— 3x* = t. 


10 8B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 145 


Dovršavajući time našu diskusiju o integralima iracionalnih funkcija, koje 
možemo elementarno izračunati, moramo naglasiti, da sa time nisu iscrpljeni svi 
slučajevi tih integrala. Često se može integral iracionalne funkcije, koji ne spada 
ni u jedan od navedenih tipova, izračunati transformirajući podintegralnu funkciju 
i pogodivši podesnu supstituciju. Očito je, da taj postupak traži od raćunača mnogo 
snalažljivosti, a u prvom redu vježbanje. 


Primjer 


sa dx 
Va=9G72 
ii dx dx 
pj ju re a. no 
G—iPx+ 2) = 
I; +2) =: 
dx dx 
me = dr jE 
2 (x +2) —3 2 “ 
k+2) [Pr] o Je+2V(1—) 


x+2=t; dx=dt 


dt 
= sE E E kaše 
3 3 
2 Pio 
t (1 :) 


ii ij ke 1 š 
t 1— 


do mom jok 
d—u)?: Ve ui 


d=ate 


4 4 
4/ 3 Zagi 
mi FIGE Rate 


Izračunaj integral 


ra 


Uputa. Racionaliziraj nazivnik integranda! 
a: Vx*+1 | E c| 
x 


[=3 VFFI+VF=D+4n == 


Tip V. Eliptički integrali 


U tip III svrstali smo integrale, koji su sastavljeni od x; konstanata i drugog 
korijena iz kvadratne funkcije, t. j. polinoma drugog stepena, konačnim 
brojem raciorialnih operacija. Ako je pod drugim korijenom polinom trećeg ili 
četvrtog stepena s realnim i različitim nultočkama, imamo tako zvani eliptički 
integral, koji ima dakle općenito oblik: 


I= JR Va.x* + ax" + 222% + 1x + 40) dx 


[za a, =0 imamo P;(x)]. 
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Integrand eliptičkog integrala ne možemo racionalizirati, a prema tome ne 
možemo taj integral elementarno riješiti, t. j. izraziti ga u obliku konačne sume 
poznatih nam elementarnih funkcija. 

Praktički dosta često dolazimo do eliptičkih integrala, na pr. pri izračuna- 
vanju duljine luka elipse (odatle i potječe naziv tih integrala), pri određivanju 
vremena njihaja matematičkog njihala i t. d. U tim slučajevima razvijemo integrand 
u beskonačni konvergentni red pa ga integriramo član po član. Rezultat integri- 
ranja je dakle opet beskonačni red, čiju sumu aproksimiramo parcijalnom sumom 
od toliko članova reda, koliko je to potrebno s obzirom na traženu točnost. O rješa- 
vanju integrala pomoću razvoja u red i o integriranju beskonačnih redova bit će 
govora kasnije. 

Može se pokazati, da se svaki eliptički integral dade predočiti kao kombinacija 
triju osnovnih eliptičkih integrala, koji se zovu Legendre-ovi integrali (čitaj Ležandr) 
prve, druge i treće vrste. Normalni ili kanonski oblik integrala prve vrste ozna- 
čuje se s F(9, &), druge vrste s E(Q, k), a treće vrste s Il(9, m, k) i u gonio- 
metrijskom obliku glase: 


Q 9 
do 
F(Q, k) Isa E(e, k) - [m —kžsin? e +do 
0 0 
(65) 
do 


o 
N19) - Ja + m sinto)(\1—EFsin'o 
0 


gdje je k realna pozitivna konstanta manja od 1, a zove se. modul eliptičkog 
integrala, dok je zn neka realna konstanta. 


Ako je gornja granica prve i druge vrste integrala o = > integrali se zovu 


potpuni i označuju se s Ki E. 

Ima tablica za eliptičke integrale, iz kojih se vrijednosti tih integrala vade 
po argumentima o i «, gdje je sina = k, a za potpune — po argumentu « (vidi 
na pr. Hiitte, svezak I). 

Označimo eliptički integral prve vrste s u = u(0) i prijeđemo na inverznu 
funkciju o = e(u). Tu inverznu funkciju Jacobi je nazvao »amplituda u« 
i označio s am , ili am(u, k) gdje je k modul eliptičkog integrala: 

o(u) =amu =am(u, k) 


Uzmemo li od & = am u sinus i kosinus, dobit ćemo dvije Jacobijeve osnovne 
eliptičke funkcije: 
sin ? = sin am u = sn u (sinus amplitude ») 
Cos g = cos am u = cn u (kosinus amplitude #) 
Ao = \I—k?sin? o = Aam u = dn u (delta amplitude ») 
To su nove neelementarne funkcije, koje se pomoću elementarnih funkcija 
mogu izraziti samo beskonačnim brojem racionalnih operacija, na pr. u obliku 
beskonačnih redova. 
I za vrijednosti Jacobijevih eliptičkih funkcija postoje tablice. 
Prelazimo na integrale trascendentnih funkcija. 
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Tip VI. 
I= / Risin x, Cos x) dx 


U taj tip spadaju integrali, u koje ulaze sin x, cos x i konstante, pri čemu su 
integrandi racionalni u sin x i cosxy x sam ne ulazi. (Ako ulazi x, kušaj riješiti 


taj integral načinom parcijalne integracije, kao na pr. u slučaju g x-sin dx i sl). 


Postupak. Pomoću supstitucije, koja slijedi, svodimo zadani integral na / R(0dt, 
t. j. na tip /. 
Supstitucija: 


x 
a reka (a) 


Odatle prema poznatim trigonometrijskim formulama dobijemo: 


X 


2tg 
: S X * x 2 
sinx =2sin>-.cos> =2tg=-.cost>—- = ——— = 
2 2 2 2 X 
1+tg'> 
2 
U 
= prema (a) = Im 
X 
> ic .* .* ek 
Cos x = cos Zs = 1—tg PI . COS s = 
l1+tg&-— 
l—e 
= prema (a) = TIR 
Prema (a) 
S =arctgt ili x =2arctgt 
Diferenciramo: 
2dt 
WTE 
Dobili smo dakle: 
sin x s. 
1+ 
l1—t? 
*=TFrp (b) 
2dt 
ča + 
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Na pr. 


dx 2dA(1 +102) dt 
Sina > Prema (b) = KE TOpI - [€ =hlt|= 


= prema (a) = In 85. 


da 
u r 24 +6) Bi le = 
| S prema Re aesnege jrr eli 
i kae u LA 
2 4 2 
== prema (a) =1n = =1n E RI = 
x 
i=8%s l—tg5:t87 


-(eeeZ-)-ule(£+1) 


t +t 
[prema ga+Pp=; o E. B 
dx T 
sea mje(2+3)|+c (69 
Primjeri 
1 +sinx 
K da krera== 
Prema (b): 


. 2t 2+24+1 
bpm S Pri“ II 


iidestalste 2 
š 1+đ 1+82 

dže ra SE 

 1+82* “-I+ 0 


Uvrštenje u J daje: 


_ (PR+U+D2-4+ĐA+P)4,_1 [P+Uu+14_ 
= [ dF9Q+0.2:2 =2/ pra 


i i i 
-2f(e+2+2)a-2(5 +2 +1a]11) 


Konačno prema (a): 
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2. is / cos x dx dx 


1+ Cos x 
Prema (b): 
l1— 2 
iresk=i+rga ira 
. (U=9:24+ 1=— [52 KE 
Šo dragon [ia za emrknšia 
(*—Di(+D=1—- La 
+1 
-—J/(u- — rr) dt = —1+ Zare tgr = prema(a) = 
X X x 
-—tZ+2acte (7) -2- ste x—tg3+C 
X X ar . 
[are e(te ž) = 3> vidi Dio I. formula (739)] 
Izračunaj: 
dx 1 x 
5—3cosx [- grmu (ze 2) *€] 
x 
dx i #2 
je dm e 
3 +5<cosx 4 x 
t3—? 
no ae 
1+tg> 
2 
1 +2cosx KL SARJ a .* 
Kr : [- 2 its. ć 49 mie 2 ši 2 | * cl 
Primjedba 


Pomoću supstitucija (a) i (b) možemo racionalizirati i one integrale, čiji su 
integrandi racionalni u sin"x i cos"x, ali praktički vodi ta racionalizacija do veoma 
složenih integrala racionalne funkcije od t, pa je uputno, da se ti integrali izričunaju 
pomoću neke druge podesnije supstitucije. 


Primjer 
dkesrn 
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dx va 
x + 8 cos? x 


Podijelivši brojnik i nazivnik s cost x, dobijemo: 


_dx_ dx dx 
I= Cos“ x cost x cos? x 
Kia a 2 2 < EJ = iraeirnte Z 
== 5x +8 ZK +tgla)—5tglx +8 l=zigčx 
cos* 
: ; “ l 
( uzeto je u obzir, da je == 1 + tg? x) 
Supstitucija: 
dx 
mesa saz“ 
Uvrštenje u / daje: 
dr 1 dt 
I = i—ae-2| i = po (55a) = 
2 = 


ll 
i VE o in lIT+V2- tg 


=—. hn = 
ža gu ja "Vu— Vere“ 
2 
Izračunaj: 

pie s BR nona 3 
Tcosčx + 3 sin? x (21 5 ( 31:)+c 
dx jE: ari ] 
4 cos? x — 9 sin" x [-2 za —3tgx +6 

dx l 1 
air? Po (gss:)+e] 


Na slični način mogu se računati integrali oblika 
I = [ RGsha, ch x)dx 
jer se daju racionalizirati pomoću slične supstitucije: 
x 
h=>=t a 
3 (a) 


Obzirom na formule za hiperbolne funkcije [vidi Dio I. formule (63) i (65)) 
imamo: 


x “e x X x l 
=2 -— — = — . PL. = —_ —— = 
sh x sh 5 ch 5 2th 5 ch 5 2th 5 my 
1—th" — 
2 
2t 
= prema (a) “ia 
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x 
2 
1+th 3 


x "I ME Pa , | ke pov 
dx= + (1+ th 5) ch 3 = 
I—th'5 


1+ 
= prema (9) =1—z 


Iz th = r slijedi 


2 

5 = Artht 

x= 2Artht 

2dt 

1—t 

Na pr. 
dx [24TH _ [đ._ ra Ke ra 

age E =inr = prema(e) =In|th3 +C 


U mnogim slučajevima vodi supstitucija e* = £ brže cilju i daje jednostavnije 
rezultate. 


Na pr. 
£ ==2[ dx 
oJchx Jere 
e&=t: “ad=2 
m RIE 
dr dt 


ex.dx=dt; ds =— =— 
p t 


dt 
I=2 no 2Jlifa o 2aeter = žege +€ 
( 3 1+ x 

t KE 


Izračunaj na dva načina, t. j. pomoću supstitucije th 5 = 1, a zatim pomo- 


| dx 
2+5shx 


ću e =f 
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Tip VII. 
I= f sin (mx) - cos (nx) dx 
I= [ cos (mx) + cos (nx) dx 
I = f sin (mx) + sin (nx) dx 


Produkt trigonometrijskih funkcija svodimo na njihov zbroj, odnosno razliku 
pomoću poznatih formula: 


sina - cos B = 5 [sina + B) + sin(x — P)] (a) 
Cos a cos B = > [cos(x -- B) -— cos(a — B)] (b) 
sin sin B = = [cos(x — B) — cos(x -— B)) (c) 


Primjeri 


1. feos 8x + sin 3x dx = [sin 3x * cos 8x dx = prema (a) = [Isin l1lx + sin(— 5x)] dx = 


1 cosllx . cos 5x 
= prema (59) = 3 (- TI D ) +cC 
di nd sin (2x — 3) + sin(x + 4) dx = prema (c) = 


= ZSE : _ sin(x —7)__sin(3x + 1) 
= s [ teoscx T) — cos (3x ++ 1)] dx = 2 > +C 


KA ] cosx cos (x+ 2) ax = prema = f [es(2+ 2) + cos(— 2] ax - 


Var s ai 
. = — . - + . a 
K i (sin 2x cos za Cos 2x + sin 4 


=zlinze M2 reze MV. 2) Vi inžx + em2e +29) 4+ C 


Izračunaj: 


22 2 +c] 


[cos Sx + cos 6x dx -= sin x 


4 Cos 9x _* sin 5x dx [- = ri + sade +c] 


28 8 


[sin kini Di [- < sin = D—ggsin(&e— 1) +C] 
147 
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Tip VIII. 


£ = [ sin"x da; ) = [cos xdx 
n je cio pozitivan broj. 


Postupak: Integrand rastavljamo u faktore tako. da je drugi faktor sin x dx, 
odnosno cos x dx, iza toga parcijalno integriramo, pri čemu računajući prvi integral 
uzimamo cos*x = | — sin'x, a za drugi integral sin*x == | — costx. Pri računanju 
tih integrala zgodno je dati / indeks, koji je jednak eksponentu od sin x, odnosno 
Cos x. 


Na pr. 
l,= | sin*x dx = | sin x+ sin x du 
/ :/ u du 
u=snx;  du=cofxdx 
dv=sinxdx; v = [sinxdx = —cos x 
l,= —sinxcos x + [ cos*x dx 
L= — sinx-cosx + / (1 — sin? x) dx 
l, == —sinx-Cosx “- | dx — | sinšx dx 
[ ax— [ sin 
I,= —sinx:cosx +x—1, 
21, = —sinxcos x + x 
m sinxcosx x 2sinxcosx _ x sin 2x 
h-- ur Indi 142 4 
č x sin 2x 
sinša dx = —— +C (593) 
, 2 4 
Postupajući na isti način dobijemo: 
x sin 2x 
Cos? x dx => + > aa +C (60a) 


Izvedi to! 
Do istih rezultata došli smo već prije na drugi način. 


[Vidi (59a) i (60a) na str. 62 i 63). 
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Primjeri 
1. L = [ cost dx = [ cos3x + cos x dx 
u=cosšx; du = —3cosžx + sin x dx 
dv=cosxdx; v= [ cos x dx = sin x 
l,= cosšx +sinx + 3 (sin? x * cos?x dx 
I, = sinx + cos?x + 3fa — cos2 x) * cos? x dx 
I, = sinx + cosšx + 3 [ cos?x dx — 3 [ cos! x da 
1, = sin x + cosšx + 3/2— 31, 
41, = sinx + cos?x + 31 


L= < sina * cos3x + E I (a) 


1, sveli smo na 1,, t. j. snizili smo za 2 eksponent od cos x. Kaže se, da smo izvršili rekurziju. 


Prema (602): i ii tašaiiči= Ž + = 


Uvrštenje u (a) daje: 


L,= 2 sin x * cos?x + ++ i sin 2x + € 


2, I, = [ sin x dx 
L = [sin?x * sin x dx 
u = sin2x; du = 2sin x * cos x dx 
dv = sin x dx; = —cos x 
ly= —sin?žx + cosx + 2 [sinx * cosžx dx 
ly = —sin2x * cos x -+ 2fsinx(1 — sinž x) dx 
Iy= —sin?x + cosx + 2 [ sinx dx — 2 | sinšx dx 
ly= —sinžxcosx +21,—21 
3, = — sinžx *cosx + 21, 


lh= — 3 inč x cos x + Žy 


3 


Opet smo izvršili rekurziju, jer smo snizili za 2 eksponent od sin x, pa smo sveli 1, na 


I = [sinxdx = —cosx 
loi 2 
Ga = xcos*—-5c05x + C 


Računajući na navedeni način J sin"xdri / Cos" x dx dobijemo t. zv. for- 
mule rekurzije: 
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iL= [ sim xdx = — S sin" x: cosx + = | sin"-* x dx 
(69) 


li 


] ; n—!| 
LL = [ cos: dx zi Cos" x -sinx + => Cos"? x dx 
Primijenjujući više puta te formule možemo ne integrirajući izračunau 
A sin" xdx i if Cos" x dx za bilo koji prirodni eksponent 21. 


Izračunaj ne upotrebljavajući formule rekurzije, da stekneš veću 
sigurnost u integriranju: 


: I 3 3 sin 2x 
iv sE ino . ka = 
[sin x dx | Z sin? xcosx + g“ i6 c| 
KL 2. i 
[ eosxax |- g sin x > costa + 3 sinx +e] 
[ se. l (s rk: 2 
sin* x dx = — o [sin*x +-—sin'x + —|cosx +C 
5 3 3 
ž 1 4 8 
cos* x dx ai Costx + z cos'x Mikro snx +C 


Primjedba. Ako je eksponent podintegralne funkcije sinx, odnosno cosx ne - 
paran, integral toga tipa možemo riješiti mnogo jednostavnije uz supstituciju 
cosx = 1, odnosno sin x = 1. 


Na pr. 
1, = [ sin*xdx = | sin? x.sin xdx = [(1 — cos? x) sin x dx — 
Bh l 
— — [a —Pd=— + rić: cos*x—cosx + €. 
Tip IX 
Ji = ftgrxdx; 1 = fagrxdx 
n je cio pozitivan broj. 
Supstitucija: 
: dt 
: tkxa=, 1 = t i pr 
za l, gx=t, odatle x =arctgt i dx ra (a) 
' dt 
za Ih: ctgx =: odatle x=arcctgt i dx= — ET (b) 
Primjeri 
dr 
l. 1 = [ug x dx = prema (a) — ite 
8:(24+1 =(—H1 
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Izračunaj: 


[uzas 
Jtxax 
[ ag'xdx 


tdt 1? 1 fdz? 1 
- [a [d2p-f-4[%-f— hat 


2+1=z, td 


li 


da ž doš l dhe 
TS In (1 e 12) = prema (a) = 38 *—zdn(1 + tg?x) = 


er kai boo 
z8*a n\l+tg*x=—te'*—hn—— = 


-3 tg?x —(Inl —lncosx) = I tex+ Incosx + C 


(uzeto je u obzir, da je 1 +tg"x = am idajelni = 9) 
cos? x 


6 
[ agx dx = prema (b) = — i = 


U 


12+1 


ii 
dak + 3! acagt = prema (b) = 


-—3 ctg*x + s dex—agx—x +C 


[arc ctg (ctg x) = x, vidi Dio I. formula (73a)] 


4 


[- 1 tg'x—3t8'x—hn Cos x + c| 


[- Pw*—3;tex+3 gx—wx+x+c] 


5 


= bh, 4 NE 2 : ] 
[- GSx+z sx z te'x Insinx+C 


Tip X. 


«fiša tfed 
sin x cos" x 


n je cio pozitivan broj. 
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Postupak: Integrand rastavljamo u dva faktora tako, da je drugi faktor 
dx 


sin* x 


, odnosno ST Iza toga parcijalno integriramo, pri čemu računajući prvi 


. z Cos x . :. S .. : 
integral uzimamo ctgx = zi cos'x = | —sinšx, a za drugi integral 


šinx . š | 
tgx=—— i sin'x=1|—cosx 
COS x 
Primjeri 
dx 1 dx 
1. ha [efo 
sin* x sin x  sin*x 
1 sx 
p: H u=— dx 
sin x 8x 
dv = u.= / — ctg x 
sin* x sinžx g 
1 Cos x 
an «— / 
; snx "5 ctg ama 
COS x Cos?2x 
bh ino 
sin? x sin? x 
_ cos x JE 1—sin?x 
l = = 
7" sinf x sin? x 
a __ cos x dx _dx 
o ognie“ raka sin x 
1 
Cos x 
dlh=—— Kr] +1 
sin* x 


ia 1 ocosx 1 
, Zenix 2 


*“ Izvršili smo rekurziju, jer smo 1, sveli na I). 
Prema (67): 


Uvrštenje u 1, daje 


1 cosx 
Lh=— KI SGT zmlež|+c 
2 I ij [ons 
: A cosšx J cos"x cosix 
a 
2 : rare sinx g .3sm 
cos cos* x cos! x 
dv = E ; v=tgx 
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1 1 sa KI [: sin x 
s osi : g 08 x 
sin x sin? x 
l= = d 
cos* x Cos* x 
sin x 1— cos? x 
lL= an amg2 — — 
cost x COs* x 
I sin x 3 / dx dx 
S ogstx cos*x cosix 
ke L 
sin x 
4l.=——— +31, 
C0S* x 
1 sinx 3 
psu t=I 
* qa 49 
Izvršii smo rekurziju 1. na 1. 
dx 1 dx 
L= _ = ——._. Fr E 
Cos?x COSX  COsŽx 


u dv 
Nakon parcijalnog integriranja i uređivanja dobijemo: 


1 sinx 


1 
GS žeđ 1 
Opet je provedena rekurzija 1, na 1, 
Prema (68): 
dx nj LJ 

n= [ 2:7 |t(2 + a) 

Uvrštenje u Z3 daje: 
1 sinx 1 m 
Zee tzu w(2++)| 


aul,: 


1 sin x 3. sin x iš 3 In 
& costx 8 cosžx 8 


km 


PAKO E dx: dx uo . 
Računajući na navedeni način | ———i = — dobijemo rekurzivne for- 
sin" x Cos" x 


mule: 
dx 1 Cos x n—2 dx 
R= Th Ema Za Parnasa 
(sin? x na—1 sin?""x n—1 sin"“x : 
(70) 
dx 1 sin x n—2 dx 
8: Goste n—1 costix n—ilJ cost"žx 
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Izračunaj ne upotrebljavajući formule rekurzije: 


dx i cos: 2 

EE L- Ta fm — g et8s +€) 
dx |- I sinx , 5 sinx 15 sinx 151, (Žž +2)| : c| 
Cos" x “ Gcosx " 24cosix  d8costa "48.0 812 '4)i7 
dx I-—; Pog: (3 Kosa i š uhh c| 
sin* x dak 6 sinix " gp“ 


Tip XI. 


[ sin" x. Cos" x dx 
minsu cijeli eksponenti, pozitivni ili negativni. 
Postupak integriranja pokažimo na primjerima za pojedine slučajeve. 


1) Oba eksponenta m i n su pozitivna, pri čemu je jedan paran, a drugi ne- 
paran. 


l. I = [ sintx * cos* x dx — [sintx-cos'x cos x dx = 


= [.sinčx +(1 — sint)? + cos x dx 
snz= 4; cosxds = df 


r= [ea—eyra - [e—m+ma=5-25+7- 
3 > da: 


sin ŽE oja esse 
= 5sin x 5 sin x +-5 sin x+C 
2. I = [sin x > costa dx = [ sin'x > costx + sina dx = 


— fa — Cos? x) cos? x + sin x dx = 


cosx =t; sinxdx = — dt 
[2 ue 
= — =): = 48 =. — = 
[a 1) tt de IK 1%) dt +3 


1 . l < 
= — 5 c0s*x + > cos x+C 
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2) Jedan eksponent (2 ili x) je pozitivan i neparan, a drugi je negativan. 


(1 — cos? x) * sin x dx 
Cost x 


sint 4 ps *"sinxdx 
Cost x Cos“ x 


Cosx =ty; sinxdx = —dit 


ki -je=2=. MARO 


sor Cos x 
2 Cos* x dx = [ COSX Cos (1 —sin? x) + cos x dx 
š Sin? x sin? x sin? x 


snž=i Cox dr=df 


6: + =: 4 
(a. [Zia -[%—2[€+[1a- 


(3 


l 2? 1 ž ke 
=—s5z 2bitl+zr=—zg: zmisin=| +3 sin? x +C 


3) Jedan eksponent (m ili x) je pozitivan i paran, a drugi negativan. 


Cost x TRE (F= — sin? *) 4x dx + 
sin? x “sin? x im Sin x 


> 
. 


+ / sin x dx = prema tipu X i (67) = 


I cosx 1 x x 
=y n &3(—2n t85|—csx = 


1 cosx 3 x 
— parro “—3 inje 5|—coss +C 


4) Oba eksponenta m i 2 su jednaka, pozitivna i neparna. 


[ sin x-cos x dx = 


Six=(/4; cCosede=d 


zi di = 5 sins +C 


11 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 
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2. J sin*x + cos*x dx = [ sin*x + cos?x + cos x dx = 


= J sin*x(1 — sin? x) cos x dx = 


snx =t; cosxdx =dt 
3 sd 5 ć b 
- [ea—oa=/[: t— dade i da 


dl 
4 


sin“ x —5-sin* x +C 


5) Oba eksponenta m i x su jednaka, pozitivna i parna. 
T= [ sin'x + cost x dx 
Prema 2 sin x cos x = sin 2x imamo: 


16sin* x cos“ x = sin“ 2x 


sin* x cost x = su e 
16 
Uvrštenje u I daje: 
1 int = 
I= 16 | sin Zod = 
1 
2x =:4; d=zđ (a) 


o 5 sint t dt = prema tipu VIII uz uvrštenje (a) = 


l 1 3 3 
== zeti Kaja o rho 
33 4 sin 2x Cos 2x + Ž x josin 4] + C 


6) Oba eksponenta m i 2 su jednaka, negativna, parna ili neparna. 


- | dx 2 8 | dx A 8 | | Sj 
" Jsinšxcosšx 8 sin5x cos?x (sin 22) 


2x=ft; d= 7 dt (a) 


t ž doo 
= = t = 
4 | Siči prema tipu X uz uvrštenje (a) 


1 cos2x 1 
4-5 grm znit=l)+c 
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7) Oba eksponenta »n i nu su različita, pozitivna i parna. 
li I [ sin'x +cos?x dx = / Gin x * Cos x)? + sin? x dx 


Prema trigonometrijskim formulama 


2 sin x cos x = sin 2x, 


a odatle 
: ki 
(sin x cos x)? = zu sin? 2x 
I — cos 2x = 2sin?x, 
odatle 
2 1 : 
Sin'k = zd — cos 2x) 
imamo: 


i= J sin? 2x *(1 — cos 2x) dx = e | sineža dx — i | sim 2x Cos 2x - dx 


8 * 
Supstitucija: 
1 E l 
PAR da dx= d osnAx= 2) cos 2x dx = -5 dz 
l= 6 | sint ear — E = prema (59a) = 
716 16 "A 5 
kt sin 2: RM x sSin4x — Sin?2x 
mir. u = mao mar mo E 
2. hE [ sin? * cos“ x dx = [ (sin x cos x)? * costx dx 


(sin x * Cos x)? = : sin? 2x 
Il + cos2x = 2cos"x, odatle costx = neona 
I= E. sin? 2x (1 -+- 2cos 2x + cos? 2x) dx = 
S. [/ sin? 2x dx + | sin? 2x cos 2x dx -+ | sin? 2x cos? 2x ax) = 


[ [ sina dx + 2 [| sint 2x cos 2x da ga 2 simaxax] = 
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1 __ sin 2 sin?2x 1 (2: — )| pa 
KE ki "je" a Ne 
l 8. i sin 8x 

= dog (5x k sint ža —sin dr —* )+c 


Primijetimo, da se integrali oblika 7) mogu izračunati i na drugi način. 


Primjer 
i sin? x costx dx = 


= [u—es"9 *cos!x dx 


— [ costxdx— [ costxdu = 
= prema tipu VIII = /,— 1, = prema (69) 


l 5 
= h—-e Cos* x *sinx — 6 h= 


l 


ž Cos? x * sin x = vidi primjer 1. na str. 135 


1 
ki) 
(4 sin * cos x + Za + čsin2x—costx“ sin) +C 

4 8 16 i 


8) Oba eksponenta m i n su različita, negativna i parna. 


dx LI dx 
sin! x + cost x sin'x  cos?x 


Prema 
=1+ct?x 
sint dk 
imamo: 
ko dti 
sin'x = tgix 
i 
1. «+ 
sva . Hr 


Uvrštenje daje: 
IR. |“ + tg)! dr 
3 tglx = cosix 


Supstitucija: 


dx 


kiša a2“ 
2\2 
i= [SL 7a -[G+2[4+[a- 
t t 
su dase d.= +tgx 
KK = 3iug'x tg pre 


=tgr—2agx— 3 agi» +cC 


dx 
dx Cos? x 1 dx 
2. nese IRNSS ro 
sin* x + cos“ x sin+ x cos sin*x cos*x cos*x 


. l > : 
Prema (a) i = 1 + tg“x imamo: 


(1 +tg?2)? 2 
= | tglx doka COS? x 
Supstitucija: 
dx 
tgx=f1; LI ="di 


* 24 
I= |< za . dt = prema binomnom poučku (Repetitorij elementarne mate- 


matike 1, $ 10) = 
E PRO PSO PRIE o 


ti 
Z+4[ 8 +6 [ ar+4[0a+ [va = 
Nome kdo akti 
sE. I as? 
1 4 1 
=—3r—4agx+6tgx+-=tgx+=tgx+C 


9) Oba eksponenta m i x su različita, negativna i neparna. 


dx 
karme 
Sin x Cos x 
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Brojnik i nazivnik integranda množimo s cos x; 


ja cos x dx 4 cos x dx 
sin5 x cos? x sinš x (1 — sinžx) x) 


Sšnx=#t; cosxdsx= dt 


- | sa=s--] ma=n- 


Nakon rastavljanja u parcijalne razlomke (vidi tip I) dobijemo: 


dt 1 dt 
2+/$ —2l > JET —a +ilel— 


l 1 1 : 
=5hkt+tu=shji=t=sa +ln|sinx|— 


U : 1 : 
—zdbisnx+1|—Zinjsinx—1]| = 


sin x 


. V'sin? x — 1 


10) Oba eksponenta su negativna, pri čemu je jedan (m ili n) paran a drugi 
neparan. 


Isti postupak kao pod 9). 


2 sinžx 


i 


pr _ ( sinxdx sin x dx 
sin x + dni ea sin? x cos? x (1 — cos? x) cos? x 
cosx =t; sinxdx = —dt 


“sj | = ZAVRRJAA | m. mnm a o nn 
== gase =n= janja u parcij s 


-- [4-3 tzJ 
i 1.8 S +2 ai gg 


1 l l 
=> ri rezhje=2j e 


=———7inlesx +1[|+-7in|esx—1]| - 


SER.“ 
COS x 2 


cos x —1 
cosx +1 


|+c 


Izračunaj: 


[| sino + cost x dx [=—zeosx +3 cos +e] 
Cos? x l l 
| ža l=—santa= te] 
sin! x sin x 3 x m = 
ES : |- i—zmje(f+5) +sinx +c] 
nš cos* xd [= : date — ija | Ps Px+C 
si kod X ax SM 4 "re 10 im x 
| sim x. cost x dx I=sle—"5")+c 
8 4 
= * Cos? x = au o PO) 
in2 
sin? x * cost x dx l=2 — BAE Ta io i: 
48 
l 3 
| Cos“ x dovod 
\'cos? x—1 
| sin x * daa [ Paša “ia Cos x a 
l 
sin? x cos x sin x 2 sin x — 


8. Integriranje beskonačnih redova 


Ako zadani red, kojemu su članovi neprekinute funkcije od x u zatvorenom 
intervalu [a, 6], konvergira uniformno u tom intervalu [a, 6], tada smijemo taj red 
integrirati član po član, i suma tako dobivenog reda integrala jednaka je integralu 
sume zadanog reda. 

Sjetimo se, da se za deriviranje beskonačnih redova traži uniformna konver- 
gencija i dobivenog reda derivacija (vidi Dio I., $ 20, 7). 

Kako red potencija konvergira' uniformno u svakom zatvorenom intervalu, 
koji leži u nutrini intervala konvergencije [— R, + R] (vidi Dio I., 6 20, 11), re- 
dove potencija smijemo integrirati član po član, pa će tako dobiveni redovi konver- 
girati za sve x, koji leže u nutrini intervala konvergencije. 

Iz toga slijedi: ako funkcija, čiji integral ne možemo izraziti konačnim brojem 
elementarnih funkcija, prikažemo u obliku konvergentnog reda potencija, tada 
integrirajući taj red član po član dobijemo konvergentni red potencija, pomoću 
kojega možemo integral zadane funkcije aproksimirati po volji točno. 
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3 PET sin x 
Prije smo spomenuli (vidi str. 84), da | —— dx ne možemo elementarno 
X 


izračunati. Sada na temelju navedenog teorema o integriranju beskonačnih redova 
možemo ga prikazati u obliku beskonačnog konvergentnog reda potencija pa taj 
red integrirati član po član. 


Znamo Mac Laurinov red za sin x [vidi Dio 1, formula (150)]: 


snx =x a +357 , 
koji konvergira za —oo<x< +00, 
Podijelivši taj red s x # 0, dobijemo red 
Maka x a izd 
SE SR dia 


koji također konvergira za —eo<x< +0, 


Kako taj red, kao red potencija, konvergira uniformno za sve x, koji leže u 
nutrini intervala konvergencije, smijemo ga integrirati član po član: 


=a *=C+ dx —3; rak aa xdx—g, [dx +—.. 
X . 5! TJ 
ili 
sin x | E < Io 1 oš) 
[Ze-c+x— nitesiamt 


Uvrštenje x = 0 daje € = 0 uz pretpostavku, da je ["mža: =0zax =0, 


pa konačno dobijemo: 


sin x 1.392 i Ao loa 
[a-— PNE Taz 

Taj red konvergira također za sve x od —oo do +0, ima dakle radij kon- 

vergencije R = co, te predočuje cijelu transcendentnu funkciju (vidi Dio I., $ 20, 

11). To je nova funkcija, koju ne možemo prikazati konačnim brojem poznatih 

nam elementarnih funkcija. Ona se zove integral sinus i označuje se sa Si(x) : 


ti 


kra? 
za 


z km La 
Si(x) = x — FS O Tobe 


Na isti način dolazimo do druge nove transcendentne funkcije, koja se zove 
integral kosinus, a označuje se sa Ci (x). 
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Podijelivši s x Mac Laurinov red za cos x 


MEKE. sajli 
cos x = 1 5 La ri (za 


koji konvergira za ——o <x < +0, [vidi Dio I., formula (152)], za x # 0 do- 
bijemo: 1 


a odatle 


2 
Ci(x) - [2ža -C+nx—5 ka zi 


x* 
a SE ogra 


E l 
4 6! 


Konstanta integracija € = 0,5772... je iracionalan broj, a zove se Eulerova 
konstanta. Ta konstanta integracije je odabrana tako, da funkcija Ci(x) teži prema 
nuli, kad x teži prema neizmjerno (što ovdje ne možemo potanje obrazložiti). 


Konačno na slični način dolazimo do Gaussova integrala pogrešaka: 


I= fe*.dx 


Uvrstivši — x? mjesto x u Mac Laurinov red za e* 


2 3 
e=1|1-+x+ 5 +31 +2 +... [vidi Dio I., formula (147)] 


dobijemo red za integrand e"**: 


x X 


4 
sA koprd ai 
koji konvergira za —o<x< +0. 
Integriranje član po član daje red: 
DK l ek. Sl Pima 
s "Mx o sa “a 


koji također konvergira za sve konačne x. 

Postoje tablice za funkcije Si(x), Ci(x) i Gaussov integral / (vidi na pr. 
Janke-Emde, Funktionentafeln). 

Govoreći o cliptičkim integralima, naglasili smo, da te integrale možemo izra- 
ziti pomoću elementarnih funkcija u obliku beskonačnih redova. 

Navedimo primjer rješavanja eliptičkog integrala razvojem u red njegova inte- 


granda. 
I | de - [a + 22) dx 


VI +23 
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: KITA R ; z 
Uvrštenje m = Si x? mjesto x u binomni red 
# 


DiE. =“ +... (0 


mblaeč m _— 
(1+x"=1+mx+ ra.3 


koji, kako znamo, konvergira za |x| < 1 [vidi Dio I., formula (155)). daje 


1 3 5 
>)='h = = xy E O u o S 
(1+x) l zY+z! Tad E 
Integrirajući taj red član po član dobijemo: 
dx lee SR g a, 
I daas-5+-rata rano“ 


I taj red konvergira za |x| < 1. 


U dijelu I. Repetitorija naveli smo Mac Laurinove redove za arkus-funkcije, 
pri čemu smo spomenuli, da se te funkcije najjednostavnije razviju u red inte- 
gralnim putem (vidi Dio I., $ 20, 9). Stvar je u tome, da razvijanje u red potencija 
po Mac Laurinovoj formuli često vodi do vrlo složenih derivacija viših redova, 
pri čemu se teško dode do općeg oblika koeficijenata reda. Medutim, ako se za- 
dana funkcija, čiji razvoj u red tražimo, može prikazati u obliku integrala, čiji se 
integrand lako dade razviti u beskonačni konvergentni red potencija, tada integri- 
rajući taj red član po član dobijemo traženi red za zadanu funkciju. 

Razvijemo na taj način u red potencija, odnosno Mac Laurinov red funkcije 
arC sin x i arctg x. 


Znamo da je 


( de = arc sin x 
i vr? 
ili 
arc sin x i de [a — x2)—'2 dx (b) 
VI—a" ži 
Uvrštenje m = =. i — x* mjesto x u binomni red (a) daje 
1 1+3 1+3.-5 
—y2)-"h4, — 1 JAKE 4 6 
KTA KE" 


konvergira za —Il<x< +1. 
Budući da taj red potencija konvergira uniformno u svakom zatvorenom 


intervalu, koji leži unutar intervala (— 1, + 1), smijemo ga integrirati član po 
član, pa dobijemo obzirom na (b): 
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l 
ZA 


arcsnx =C +x + e +449. 


x? 
ENUKET! 


Uvrštenje x = 0, daje C = 0, jer je arcsin0 = 0. 
Dobijemo konačno: 


, sm k PriE St 
skeč ćak a tai 


konvergira za |x| < 1. 
Pišući koeficijente članova reda na taj način, možemo napisati svaki daljnji 


član reda, jer smo dobili opći oblik koeficijenata reda, odnosno (x -+ 1)-vi član 
reda: 


Kako je arc sin > = 1030 = S uvrštenje x = + daje red 


AAE MJE HT 
m om 


pomoću kojega možemo izračunati broj m po volji točno. 
Na isti način dobijemo red za arctg x: 


arcigx = [ra- [04 era: (c) 
Uvrštenje m = — 1 i x* mjesto x u binomni red (a) daje: 


(I+x)t=l—x+xs—sć +—... 
taj red konvergira za —l<x< +1. 


Integriranje daje obzirom na (c): 


x x x 
arctgx = C + "ahe 
pri čemu za x = 0 opet dobivamo C = 0, jer je arctg0 = 0. 
Imamo konačno: 
x a x? 


actgx=x—-=- mg at regi 


konvergira za |x| < 1. 
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h Pe Sia za |x| <1 

ija "Infra zitras BRET ee 
dx 3 2 ? 

Atx= [ro m-e+5+3+7+ za|x|<! 


Izvedi to! 


S 6. Određeni integrali 
1. Pojam 


Utrošili smo mnogo vremena, truda i papira, da naučimo računati neodre- 
đene integrale, ali još nigdje nismo primijenili naše znanje. Sada ćemo vidjeti, 
kakvim će bogatim i raznolikim plodom uroditi naš trud. U tu svrhu izvedimo 
pojam određenog integrala. 

Neka nam je zadana funkcija f(x) neprekinuta, pozitivna i jednoznačna u 
zatvorenom intervalu [a, b]. Slika 27 predočuje tu funkciju. 

Interval [a, 6] podijelimo na 
y=-/0) bilo koji način u n jednakih ili ne- 
jednakih dijelova, u svakom tom 
dijelu intervala odredimo minimal- 
nu i maksimalnu ordinatu zadane 
funkcije i uzevši te najmanje i naj- 
veće ordinate za visine konstruira- 
mo niz nutarnjih i vanjskih pravo- 
kutnika, kako se to vidi na sl. 27. 
SI. 27. Jasno je, da je površina S2, 
koju određuje luk zadane krivulje 
f(x), odrezak ab osi X i ordinate krivulje u krajnjim točkama x =a i x =b in- 
tervala, veća od zbroja S,, površina nutarnjih pravokutnika, ali je manja od zbroja 
S, površina vanjskih pravokutnika, t. j. 


šansa 


Međutim, ako broj dijelova u, u koji smo podijelili interval [a, b), teži u bes- 
konačnost, tada će svaki pravokutnik postajati sve uži i uži, jer će osnovke pravo- 
kutnika težiti nuli, dok će njihov broj » rasti u beskonačnost, pa nam zorna pre- 
dodžba kaže, da ćemo na granici imati: 


lim S,, = lim S, = S* (a) 


n-+o no 


pri čemu če zbroj S,, površina nutarnjih pravokutnika težiti prema površini S? 
ispod luka krivulje rastući, a zbroj S, površina vanjskih pravokutnika — padajući. 

Izračunajmo sada S, i S,. U tu svrhu uzmimo bilo koji dio £ intervala [a, 6), 
koji ima općenito oblik prikazan na sl. 28. 
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Neka je u tom £-tom intervalu duljine 
*—k= Ax, 
m; — minimum funkcije f(x) 
M; — maksimum funkcije f(x) 


J(E) — vrijednost te funkcije u bilo kojoj 
točki apscise E, tog intervala. 


Prema tome je 
m, < (E) < M, |: Ax, BX=K;-K,. 
m;*Ax, </(E) -Ax < M, Ax, Sl. 28. 


Prema slici 28 vidimo, da je 


m; +: Ax; površina nutarnjeg #-tog pravokutnika s osnovkom Ax, 
M; * Ax, površina vanjskog 1:-tog pravokutnika s osnovkom Ax, 
J(E) * Ax; površina pravokutnika visine f(&,) i osnovke Ax,. 


Protegnimo sada gornju nejednakost na čitav interval [a, b) zadane funkcije 
f(x), t. j. izvršimo zbrajanje tih površina mijenjajući z od I do n: 


žm; Az <Ž JEJA < M, : Az; (b) 
i=1 i=1 i=1 
Prema gore navedenom je jasno, da je 


n 
žm;+- Ax, = S, = zbroj površina nutarnjih pravokutnika 


i=] 


n _ 
žM;-Ax; = S, = zbroj površina vanjskih pravokutnika. 


i=| 


Ako xn teži u beskonačnost, tada na temelju naše pretpostavke, da je 
funkcija neprekinuta u zatvorenom intervalu, lako dokažemo, da razlika gornje 
sume S, i donje sume S, teži prema nuli, pa stoga te sume imaju isti limes, 
a onda i srednja suma u (b) teži prema tom istom limesu, t. j. prema površini S 
ispod luka krivulje f(x) od x = a do x = (sl. 27). 

Imamo dakle: 


S'=lim ŠJE) Am 
l 


ne i= 


Ili ako razvijemo tu sumu uzimajući za # redom 1, 2,3,..., m: 


Sa = lim [/(.)Ax, + f(E) Ax, + f(6)Ax, +... +Jf(E)Ax,) (o 


173 


Suma ima n članova, a kako x teži u beskonačnost, suma ima beskonačno 
mnogo članova. Svaki član te sume sastoji se od dva množitelja, od kojih je jedan 
vrijednost funkcije f(x), a drugi duljina Ax n-tog dijela intervala [a, b), u kojem 
leži ta vrijednost funkcije. 

Kako svi Ax teže nuli, kad broj intervala » teži u beskonačnost, svaki član 
sume teži također nuli. Imamo dakle osobiti granični prijelaz, koji se bitno razli- 
kuje na pr. od sume beskonačnog reda, jer tražimo graničnu vrijednost od sume, 
koja ima sve više članova, pri čemu svaki pojedini član teži nuli. 

Sada napustimo zornu predodžbu, kojom smo se dosada služili, i kažemo: 


U svakom slučaju, kada postoji granična vrijednost (c), t. j. postoji 


lim [/(5.) 4x, + /1(£:) 0x2 + (E) 0x3 +... + /(6,)0x,) 


i ako je taj limes nezavisan od toga, koje smo funkcijske vrijednosti odabrali u 
pojedinim intervalima i kako smo vršili razdiobu u intervale (ako samo svi intervali 
teže prema nuli), ima funkcija f(x) određeni integral u granicama od x=a 
do x =b i vrijednost tog određenog integrala numerički je jednaka vrijednosti 
navedenog limesa. i S 

Ako luk krivulje f(x) u zatvorenom intervalu [a, b] omeđuje dio ravnine, 
koja je osim toga omeđena odreskom a, b osi X i ordinatama krivulje f(x) u kraj- 
njim točkama a i b intervala, tada definiramo ploštinu S? toga dijela ravnine i mje- 
rimo je određenim integralom funkcije f(x) u granicama od a do b. 

Određeni integral pišemo simbolički u obliku 


b 
[ 10) ds 


[čitaj: integral od a do b f(x)dx]. 


a i b su donja, odnosno gornja granica određenog integrala, [a, b] je interval inte- 
gracije. 


Prema tome je 
b 
[ 1(x)dx = lim [/(E.)Ax, + (E) Ax: + (E) Axs +... +/(£,)0x,)) = Sa (71) 


Određeni integral je dakle limes sume, koja ima sve više članova, pri čemu 
svaki pojedini član te sume teži nuli. 

Geometrijski predočuje određeni integral površinu ispod luka krivulje, ali to 
je samo geometrijska predodžba određenog integrala. Kako smo određeni integral 
definirali kao limes sume, slijedi da u svim tim slučajevima, kada dolazimo do 
računanja granične vrijednosti sume, koja ima beskonačno mnogo članova, koji 
teže nuli, računanje toga limesa svodimo na računanje određenog integrala. 

Treba podvući, da određeni integral nije suma, iako se označuje sa znakom 
razvučenog slova S, već je limes sume, pri čemu broj članova te sume mora 
biti beskonačan, a svaki član mora težiti nuli. Pomoću određenog integrala ne mo- 
žemo dakle računati sumu od konačnog broja članova ma kako velik bio taj 
broj, a niti sumu od ma kako malih ali konačnih članova. 
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b 
Izraz: površina S2 = ij f(x)dx možemo praktički prikazati ovako: zamislimo 


a 
dio površine S ispod luka krivulje, kojemu je osnovka dx (vidi sl. 29). Smatrajući 
dx beskonačno malom veličinom u smislu, kako smo to naveli govoreći o vrijedno- 
stima diferencijala dx i dy (vidi $ 1, 4), dobijemo beskonačno mali djelić površine S 
ili, kako se kaže, element te površine, koji možemo smatrati da je pravokutnik, 
pa je njegova ploština ili diferencijal površine 


dS = f(x): dx 


Jasno je, da tih elemenata ima u površini S be- 
skonačno mnogo, a kako je ploština svakog elementa 
beskonačno mala, t. j. teži nuli, iz definicije određe- 
nog integrala slijedi, da je 


b 
površina S4 = [ f(x) dx SL. 29. 
a 


Pojam određenog integrala postavili smo bez ikakve veze s neodređenim 
integralom, koji smo definirali kao funkciju, čija je derivacija jednaka podintegral- 
noj funkciji. Sada je naš zadatak, da tu vezu uspostavimo, ali prije moramo iz- 
vesti teorem srednje vrijednosti integralnog računa, jer ćemo ga primijeniti pri 
rješavanju postavljenog zadatka. 


2. Teorem srednje vrijednosti integralnog računa 


Neka je zadana funkcija f(x), koja je neprekinuta i jednoznačna u zatvorenom 
intervalu [a, b). Iz slike 30. vidimo, da je površina ispod luka krivulje od x =a 
b 


do x =, t.j. [1(x) dx, veća od 


a 
površine pravokutnika ABCD, ko- 
jemu je visina minimum m funkcije 
f(x), ali je manja od površine pra- 
vokutnika ABEF, kojemu je visina 
maksimum M zadane funkcije, t. j. 


b 
m(b—a) < [ f(a)dx < M(b—a) 


Kako je funkcija f(x) neprekinuta u zatvorenom intervalu [a, b), ona prima 
u tom intervalu sve vrijednosti, koje leže između minimuma m i maksimuma M 
funkcije (vidi Dio I, $ 8, 6), a dakle prima za neku vrijednost x, apscise x takvu 
vrijednost f(xo), da je 
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b 
[ f(x)dx = f(x0) (b—a), (72) 


gdje je m<f(x)<M, a a<x<b. 


Pri tom apscisa xy i ordinata f(x,) nisu točnije poznate. 


To je teorem srednje vrijednosti integralnog računa; f(x,j zove se srednja 
vrijednost funkcije f(x) u intervalu [a, 6). 


Iz slike vidimo, da se taj teorem svodi geometrijski na pretvaranje površine 
ispod luka krivulje u pravokutnik ABGH = f(x,)(b—a) jednake površine. 


Vidi primjer 4. na strani 180. 


3. Veza između određenih i neodređenih integrala 


Najprije uočimo bitnu razliku između određenog i neodređenog integrala. 
Dok je neodređeni integral funkcija od x, na pr. j sin x dx = — cos x + C, odre- 


deni integral je konstanta, jer daje mjerni broj površine ispod luka krivulje, na pr. 
20 cm*, pa je derivacija određenog integrala nula, jer je D,C = 0. 
Međutim, ako gornju granicu b u određenom integralu neke funkcije f(£), 
b 


G;/u J [(£) dE načinimo promjenljivom x, a donju granicu a ostavimo da je čvrsta, 


a 
površina ispod luka krivulje ovisit će o toj promjenljivoj x, jer će se s promjenom 
x mijenjati i vrijednost površine, ona postaje dakle nekom funkcijom F(xj, a odre- 
deni integral je sada funkcija svoje gornje granice x, t. j. 


. [ K(ĐdE = F2) 
py:f a 


Da se ne pobrka gornja granica x integrala s 
argumentom integranda, uzeli smo ga u koordinatnom 
sustavu £Y, pa mjesto f(x)dx pišemo f(&)d&. Vidi 

x 


sl. 31. Kako je ji f(E)dE nije više konstanta, već 


A : 
sma dk funkcija F(x) i to neprekinuta funkcija, potražimo 


SI. 31 derivaciju tog integrala po njegovoj gornjoj granici 
x, t. j. odredimo 


d : mie g AF o F(x +Ax)— F(x) 
5/6 = F0) — lim I dim ORTE 


Kako je F(x) = i f(E)d& = površina ABCD (vidi sl. 31), bit će prema istoj 


slici: 
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x+Ax 
AF = F(x +Ax) — F(x) = = f(E)dž — zi. f(E)d& = površina AEFD — 


x+Ax 


— površina ABCD = površina BEFC = Ž f(E)dE 


Primijenivši teorem srednje vrijednosti (72) za posljednji integral, dobijemo: 
AF =f(x) *Ax 


gdje je f(xo) — srednja vrijednost funkcije f(x) u intervalu od x do x + Ax. 
Podijelivši gornju jednakost s Ax, dobijemo kvocijent diferencija 


Rs > /lma) 


a prijelaz na graničnu vrijednost daje traženu derivaciju integrala / (E) dE_po 
Ki 


gornjoj granici: 
s sI (E) AE = dim ZZ = lim /G 


Iz slike 31 vidimo, da kad Ax—>0, x, teži prema x, pa f(xo) teži prema f(x), 
jer smo pretpostavili, da je funkcija f neprekinuta. 
Dobijemo zamijenivši u integrandu &£ s x: 


[169 ds=FRi=f(x) 


Ta jednakost daje traženu vezu između određenog i neodređenog integrala, 
Neodređeni integral smo definirali kao funkciju, čija je derivacija jednaka pod- 
integralnoj funkciji. A što kazuje gornja jednakost? Ona kazuje: ako određeni 
integral funkcije f(x), kome je gornja granica promjenljiva x, deriviramo po toj 
gornjoj granici x, dobijemo podintegralnu funkciju f(x), a to je baš definicija ne- 
određenog integrala. Dakle: određeni integral funkcije f(x), kojemu je 
gornja granica promjenljiva x, *jest neodređeni integral te funk- 


cije f(x): 


[ fix)dx = [ f(x)dx = F(x) +C (a) 


12 8B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 177 


Time smo uspostavili vezu između određenih i neodređenih integrala, jer smo 
neodređeni integral definirali kao određeni integral, kome je gornja granica pro- 
mjenljiva. 

Ta veza daje mogućnost izračunavati vrijednosti određenih integrala pomoću 
pripadnih neodređenih integrala.*) 


4. Računanje određenih integrala 


b 
Tražimo vrijednost određenog integrala Ti f(x) dx. 


Pripadni neodređeni integral prema (a) glasi: 


/ f(x)dx=F(x) +C  (b) 


y: f(x) 


Uvrštenje x = a u (b) daje: 


[ (a) dx = F(a)+C 


a kako je prema slici 32 


SE 32. [169 dosa. 


jer površine nema, dobijemo: 


0 = F(a) +C, 
a odatle je <a 
= —F(a) 


Jednakost (b) prima sada oblik 


[ f(x)dx = F(x) — F(a) 


Uvrstimo sada ovamo x = b: 


b 
[1(2) dx = F(b) — F(a) 


*) Strogo uzevši, neodređeni integral se definira upravo kao određeni integral (dakle kao 
limes sume) s promjenljivom gornjom granicom. Naprotiv, primitivna funkcija je definirana kao 
funkcija, kojoj je derivacija zadana funkcija. Ta su dva pojma, dakle, različito definirana. Za 
funkcije jednostavnih svojstava, kako se javljaju u primjenama, ta su dva pojma stvarno iden- 
tična, kako smo vidjeli. No ima funkcija s kompliciranim svojstvima, gdje to nije tako. Može da 
postoji neodređeni integral (definiran kao limes sume), a da njegova derivacija nije svagdje 
jednaka integrandu, ili da čak ta derivacija ne postoji u svim točkama dotičnog intervala. Može 
postojati i primitivna funkcija, a da ne postoji limes sume, dakle ne postoji neodređeni integral. 
No u primjenama u prirodnim naukama jedva da se javlja ta razlika. Mi ćemo stoga pojmove 
primitivne funkcije i neodređenog integrala smatrati identičnim. 
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Dobili smo pravilo za računanje određenih integrala. Određeni 
integral računa se tako, da se izračuna pripadni neodređeni integral, u koji se 
uvrsti najprije gornja granica, zatim se napiše minus, pa se uvrsti donja 
granica. 

To se piše ovako: 


F(a) (73) 


b 
[16)ax= 


Primjeri 
1. Izračunaj površinu omeđenu lukom sinusoide i osi X od x =0do x = m. 


Prema (71): ' 
b 
S=[f()dx=[ydx 
d ad 


pa obzirom na (73) za y = sin x imamo: 


T tis 
S - [sinxdx —|—cosx | =—c0sz—(—c0s0) = —(—>1)+i=1|1+ = 


=2 kvadratne jedinice. 


To znači: površina ispod jednog brijega sinusoide sa- 
drži točno dva kvadrata stranice 1 (vidi sl. 33). 


777 y-sin 
2. Izračunaj površinu omeđenu lukom parabole y = x? BALA ŽA Ž» 
iosi Xodx=—ldox=2. "g 
Prema (71) ž SI. 33. 
b 
S = [ f(x) dx imamo za y = x? 


= 3 (8+ 1) = 3 kvadratne jedinice. (Vidi sl. 34). 


3. Zašto se prirodni ili Neperovi logaritmi zovu također 
hiperbolni logaritmi? 

Da na to pitanje odgovorimo, odredimo površinu 
omeđenu lukom istostrane hiperbole y = L i osi X od 


od x = 1 do x =a (vidi sl. 35). 


a a 
s-[>-a-|mx =lna—lhni = ina 
re - 


Površina omeđena lukom hiperbole y = — od 


x = 1 do nekog x = a numerički je jednaka prirodnom 
logaritmu toga broja a. Zato se prirodni logaritmi zovu 
također hiperbolni logaritmi. SI. 35 
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4. Odredi srednju vrijednost funkcije y = sin x u intervalu od x = 0 do x = m. 
Prema (72): 


b 
[ /(a)dx = f(x): (b—a) 


imamo uzevši u obzir, da je za naš slučaj f(x) =sinxidajeb—-a=rm—0= rm: 
m n 
[ sin x dx = f(x) m, a kako je | sinxdx =2 
0 0 
kvidi primjer 1), imamo: 
2=f(x).rm 
odatle 


fix) = 2 


5. Pravila za određene integrale 


I. Ako u određenom integralu gornju granicu načinimo donjom, a donju 
gornjom, integral mijenja predznak: 


b a 
[ f(x) dx = — [ f(x)dx (14) 
a b 


To pravilo slijedi iz definicije (71) određenog integrala. Pri izvodu te defi- 
nicije išli smo od a do b, pa smo s Ax označili razlike ,,veća apscisa — manja 
apscisa“ (vidi sl. 27 i 28). Svaki Ax u formuli (71) bio je dakle pozitivan. Integri- 
ramo li od desna na lijevo, t. j. od b do a, svaki Ax postaje negativan, jer se sada 
od manje apscise oduzima veća, pa su svi članovi sume, čiji je limes određeni inte- 
gral, negativni, te je i sam limes negativan. 

Iz iste definicije (71) određenog integrala slijede i slijedeća dva pravila, 


2. Određeni integral zbroja, odnosno razlike funkcija jednak je zbroju, odnosno 
razlici integrala tih funkcija. 


b .b b 
[ U(x) & fe(x))dx = [ f1(x)dx + [ f(x) dx (74) 
3. Konstanta, koja množi integrand, stavi se ispred znaka određenog integrala: 
b b 
: [ koJlx)dx = k [ f(x)dx 
a a 
Na pr.: Izračunaj površinu omeđenu lukom parabole y = 1 —x —2x? od 
x=—1 dox=5 io X. 
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KA 


= [0-x—2-[a—fxa—2[ "a- 


X x 1 u "I 2. |I 1 2 
«lea ago otoets) 
=j 
1 1 l l 2 7 1 
Pogana TETE 


4. Iz slike 36 i obzirom na definiciju (71) određenog integrala slijedi: 


b € b 
[ f(a)dx = [ f(x) dx + [ f(x)dx (74b) 


To znači, da određeni integral možemo podijeliti u više određenih integrala. 
I obratno: zbroj od više određenih integrala istog integranda možemo svesti na 
jedan određeni integral tog integranda. 


SI. 36. SI. 37. 


5. Dosada smo pretpostavljali, da je funkcija f(x) u intervalu integracije [a,b] 
neprekinuta i pozitivna. Ako uzmemo, da je funkcija u čitavom tom intervalu ili 
u nekom njegovom dijelu negativna, t. j. krivulja prolazi potpuno ili djelomično 
ispod osi X, tada površina, koju određuje taj negativni dio krivulje i os .X, ulazi 
u rezultat integriranja s predznakom minus. To znači, da određeni integral daje 
algebarski zbroj površina, pa prema slici 37 imamo: 


b 
[f(x)dx=S—S, 


I to pravilo slijedi iz definicije određenog integrala (71), jer su sve ordinate 
f(x) onog dijela krivulje, koji leži ispod osi .X, negativne, pa su članovi sume, 
čiji je limes određeni integral, također negativni. 

Kako se obično traži zbroj apsolutnih vrijednosti površina, postupa se u tom 
slučaju tako, da se za dijelove površine, koji leže ispod osi X, stavi ispred znaka 
integrala minus ili se integrira od desna na lijevo. Na taj način izbjegava se kompen- 
ziranje pozitivnih površina negativnima. Postupa se, dakle, za slučaj prikazan 
na sl. 37 ovako: 
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S fytax— [f6j=5+5, 
ili a € . 
S- frte)az+ [tja =S,4 S, 


Primjeri 
2n 
i. S = f sinxdx — > 
0 
Ne računajući taj integral, možemo 
prema slici 38 neposredno napisati: 


2r 
SI. 38. [snxdx=S—S=0 
0 
jer su obje površine po apsolutnoj vrijednosti jednake, pa se poništavaju 
Da dobijemo vrijednost površine, t. j. S, + S,, postupamo ovako: 


S+S= 2 f sinx dx= —2|c0s x| =— Xcosn—cos0)= —X—1—1)=4 
0 0 


Iz istog je razloga 
2x 2n 
i sinšx dx = 0 (vidi Dio I., sl. 127), i sin* x dx = 0 
0 ' 0 
ili općenite 
2m 
f snzde=0 
DJ 


a također i 
2n 2m 2x 2n 
a cosx dx = 0, [ ostre xdx =0, ali [ sint" xdx #0 i [ cos" x dx + 0 
0 0 * 0 0 


jer krivulje v = sin"x i y = cos*"x prolaze iznad osi X dirajući je u nultočkama 
funkcija sin x, odnosno cos x. 
Na pr. 
2. 
y sin? x dx = prema (59a) = 
o 


Posljedica. Kako su neparne (lihe) funkcije simetrične obzirom na ishodište, 
a parne (take) obzirom na os Y, bit će 


2" ž 
2x sin4r 


= —0 = T 


2 4 


ne sin 2x 
Ze Zaku 
0 
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za neparnu funkciju 


+a 
[16x)dx=0 


a za parnu funkciju 


+a a 
[1(x)dx =2 [ f(x)dx 
Na pr. * Ć 


ali 


Izračunaj to! 


4 


2. Izračunaj površinu, koja je omedena lukom kosinusoide od x =-4 do 
maa 6 i osi X (vidi sl. 39). 


SI. 39. SI. 40. 
n tig LiJ mn 
2 2 TZ a 
S = | cosxdx + | cosxdx =|sinx| +|sinx| = 
m 5n m Sr 
m 4 6 4 
— sin Z. — sin + sin Z — sin Žf = 2 sin 90 — sin 30% — sin 225% = 
=2:1— 3 +sn4=2—1 +2 
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3. Izračunaj površinu omeđenu parabolom y?= 2px od x=0doy=x. 
y2 =2 PX 
y= + V2px 


Kako je parabola simetrična obzirom na os X (vidi sl. 40), računat ćemo 
gornju polovinu površine, t. j. površinu ispod grane y = + V2px, dok je 


Xa Xa 
[ V2px dx + [(—V2px)dx =0 
0 0 


S maje 


o 


MAKE 2 2 
5 => V2»: V«* ==5 V2P(Vx*%—0 ==> V2p x: Vx 
ZUR 9 
: 0 
Zi: zo | Zpxel +2 


2 
= 5 %'2 V 2px, 
Kako prema y = | 2px jest V 2px, = yo, imamo 


2 
S==5% 2y 


Time smo dobili važnu formulu za površinu parabole, koju možemo prema 


slici 40 izraziti ovako: površina parabole jednaka je < umnoška visine i osnovke 


3 
parabole, t. j. 
Površina parabole s= e b.h (75) 
6. Pravilo parcijalne integracije 
b : b 
Judv =luv—/ vdu 
a a a 
Na pr. 
| cos dx =|x sin x — | sn zas = 
+ 
0 | o o 


u=x; du=dx; dv=cosxdx; v=sinx 
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ud 
2 
T 


*1—0 +1|cosx 


sI 


sE..% Bi 
35+035 cos0 == 1 ==0,57079.... 


7. Pravilo supstitucije 

Znamo, da se određeni integral računa tako, da se izračuna pripadni neodre- 
đeni integral, u koji se uvrste granice integracije. Ako taj neodređeni integral rješa- 
vamo načinom supstitucije, moramo svakako rezultat napisati u prvobitnoj pro- 
mjenljivoj, jer čim uvodimo supstituciju mijenjaju se i granice integracije, pa bismo 
za svaku novu supstituciju morali računati granice integracije, a to bi bio suvišan 
posao. 

Samo u tim slučajevima, kad je povratak na prvobitnu promjenljivu težak, 
ostavljamo rezultat u novoj promjenljivoj, ali tada moramo prilagoditi granice 
integracije toj novoj promjenljivoj. 

Primijetimo, da funkcijska veza između prvobitne i nove promjenljive (supsti- 
tucije) mora biti jednoznačna. 

Navedimo primjer. 

Odredimo površinu kruga polumjera r (vidi sl. 41). 


b 
= A y dx 

Jednadžba kružnice: 
x2 + »? =y? 


odatle: 


y=+V7—x? 
S. A 
;=[Vr==d (a) 


Imamo riješiti neodređeni integral Vre— x? dx, koji smo već prije izraču- 
nali po predtipu C (vidi primjer 2. na str. 91) načinom parcijalne integracije i 
supstitucije, pri čemu smo rezultat mogli lako izraziti u prvobitnoj promjenljivoj, 
ti. jou: 


jy r*—xdx = > (ržare sin + V7==) 


Uvrštavamo granice: 


+r 
1 


E 


BEK 
r?arc sin=> + x Ur — x? 
s +xV 


--p 


1 : ' 
= ržarcsin1 +-r J=P — (taro sin(—1) —r =a 
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Kako je arcsin 1 = 5 ,aarcsn(—l1) = —3 (Dio I, & 6, 2), dobijemo 


množeći obje strane jednakosti s 2: 


=a poze 
Međutim / Vr*— x*dx možemo riješiti na drugi način i to pomoću supsti- 
tucije 
*=rcost 
Kako je odatle dx = —r sint dt, dobijemo: 


[\"=r=dx = — r [ Vrf— cost + sin t de = 
=—r=/fVi — cos“t * sine dr = —r? [ sintrdt = 


= prema (594) = — r? ( 1 sin i) 


sk (6) 


Sad je teško izvršiti prijelaz na prvobitnu promjenljivu x. Ostajemo pri e, 
pa računamo nove granice integracije prema našoj supstituciji 


x =rcosr 


Uvrštenje granica integracije daje: 


donje granice x = —r: —r=rcost 
cost=—1| 
t=" 
a gornje granice x =r:; r=rcost 
cost=1 
t=0 


Prema (a) i (b) imamo: 


+dr 0 
S Veze ž Sur2t 
z-/ r.—x?dx =— 2 qr 4 == 
“oF tis 
PRE | ERU Za 
r (o =) r >? 
a odatie 
š= x 
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2 2 
Izračunaj na ta dva načina površinu elipse že +37 = 1, odnosno 


rak == 


[S = abrl. 


$ 7. Primjena integralnog računa 
1. Računanje površina 


a) U pravokutnim koordinatama 
1. Jednadžba krivulje je zadana u eksplicitnom obliku y = f(x) 


b b 
Površina S = | f(x) dx = f ydx 


Već smo naveli mnogo primjera za taj slučaj. Navedimo još nekoliko. 

1. Odredi površinu S omeđenu kubnom parabolom y = x" i pravcem y = 2x 
(sl. 42). 

Najprije odredimo apscise sjecišta zadane krivulje i pravca, t. j. rješimo za- 
jedno po x njihove jednadžbe 


P= 
= 
ak=»o 
i 
x(xt—2) = 
Xi= 
x—2= 


na= tV2e+141 
Kako su obje funkcije neparne, imamo: 
površ. OCAO = površ. ODBO, pa je S =2 
površ. OCAO = 2 (površ. OEAO — površ. 
OEACO) = 


Ve Vz 
=2( eds — dx) za 
0 0 
VE 
x oxA 
0 SI. 42. 
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Isti primjer možemo riješiti i na drugi jednostavniji način. Izračunajmo dife- 
rencijal dS tražene površine, t. j. površinu elementa širine dx, koji možemo smatrati 
da je pravokutnik. 

Iz slike 42 vidimo, da je visina elementa | 

Ni—>N=2x—x, 
pa je 
dS = (2x — x") dx 
Odatle uzevši u obzir, da računamo dvije jednake površine, dobijemo 


m ci 
=20—)=2 


*—— 


Va 
S=2[(2x—x)dx =2 
J 2 


0 
Površina iznosi dakle 2 cm?, ako su jedinice na koordinatnim osima bile 1 cm. 
2. Izračunaj površinu, koja leži iznad osi .X, a omeđena je polukubnom para- 
bolom y2 = x3, odnosno y = x*x i pravcem y = x (sl. 43), 
Odredimo apscise sjecišta, odnosno granice integracije: 


Nn=x 

NK 

xi= x 
x(x—1l)=0 


xt=0; s =0 
x—|= 0; Xi = l 
Primijenimo drugi način za računanje površine: 


dS = (yi —y)dx = (x — \'x?) dx 


1 
s=/ (x—xh)dx = 
0 


(cm?, ako su jedinice I cm). 


SI. 43. 


b b 
Kako znamo, formula S = / f(x)d = iš ydx daje numeričku vrijed- 


nost površine, koja je omeđena krivuljom = f(x), a leži uzduž osi .X. 
Traži li se površina, koja leži uzduž osi Y, tada treba prijeći na inverznu funk- 
ciju x = E(y), pa vrijednost površine računati prema: 
d d 
površina uzduž osi Y: S =[0(9) dy = ji x dy (76) 
Navedimo primjer. : j 
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3. Izračunaj površinu omeđenu parabolom y = x? od y = 0 do y = 9. Prela- 
zimo na inverznu funkciju 
x= +Vy 


Prema formuli (76) i obzirom na sliku 44. imamo: 
9 


9 
2 a 4 a5 _ 4 : 
s=2[ (s -2|79|=7v alas me 

$ Q 


Kako su na slici 44. uzete y 
različite jedinice, površina pri- 
kazana na toj slici jednaka je povr- 
šini od 36 pravokutnika osnovke | 
i visine 1. Ako je na pr. jedinica 
na osi X I|em, a na osi Y 0,5 cm, 
tada je naša jedinica za mjerenje te 
površine 1 cm -0,5 cm = 0,5 cm?. 
pa površina iznosi 36:0,5 cm? = 
= 18 emt. 


Kontrola računa prema (75): 
Površina parabole 


...-_-———.—.;.—..—.—. 


K 
2 2 
gas ha= = 36 
2. Jednadžba krivulje je zadana u parametarskom obliku 
U tom slučaju jednadžba krivulje glasi: 
skih a PETE? (vidi Dio I, $ 5). 
y=y(t) 
Računamo 
dx = x'(1) dt 
pa uvrštenje u 
b 
s= [vd 
daje površinu : 
ta 
s= [»(0 «x'(t)dt (77) 
hh 
gdje je 
t=t A s=4 A i=li, za X=b 
Primjer 


Izračunaj površinu jednog luka cikloide. 
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Jednadžba obične cikloide u parametarskom obliku (19): 


x=r(t—sint) 
y=r(l—cosr) 


Računamo: 
x(t)=r(l—cosr) 


pa prema (77) imamo: 
2x 


S= [r(1—cost)r(1 — cost) dr = 


0 
2m 


0šgrs?2rn 


iri (1—cos t)*de =r( [a—2 fora + [ ora) 


Kako je drugi integral jednak nuli (vidi str. 182), imamo prema (603): 


2n 
sin 21 | 


o 
S =3rr 


PE sei đ mak ia 


Površina jednog luka cikloide jednaka je trostrukoj površini kruga, koji izvodi 


tu cikloidu. 


Računanje površina zatvorenih krivulja zadanih u parametarskom obliku vidi 


dalje: Krivuljni integrali, 


b) U polarnim koordinatama 


Izvedimo formulu za površinu S sektora krivulje zadane u polarnim koordi- 


natama r = 1(0) (vidi sl. 45). 


Traži se površina S sektora OAB, koji je omeđen lukom AB zadane krivulje 
r=:(7) i radijvektorima OA amplitude g, i OB amplitude 2. 


U tu svrhu izračunajmo površinu dS elementa 
OTT,O, koji možemo smatrati da je kružni sektor 
polumjera r i središnjeg kuta dp. Kako je površi- 
na kružnog sektora jednaka polovini umnoška kva- 
drata polumjera i središnjeg kuta u lučnoj mjeri, 
imamo: 


dS = 5 r?do (78) 
a odatle je 
i 
=; [ ro) do (78) 
kT 
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SI. 45. 


Primjeri 
1. Površina lemniskate 1? = a? cos 20. 


Izračunajmo nekoliko točaka zadane krivulje uzevši na pr. dajea=2:r= +2 \c0s2 09 
(sl. 46). 
Računamo i nanašamo izračunate točke: 


Q r= +2\c0s209 
0 +2Vcos0 = +2 
T T V2 € = 
- g 2/2 a2) VŽ. z2vozi = a 168 
TT td 
s +2 cos-5 =0 
3 / T 
S +2 cos 37 = +2V—0,71 imaginarno 


3n Ir 
4 +2) 0-5 = 0 


T +2) cos = +2\071 = +1,65 
T +2Vcos 2z = +2 


Kako je lemniskata simetrična na polarnu os i na pol O, izračunat ćemo četvrtinu tražene 
površine. 
Uvrštenje r? = a2 + cos 2 & u (78a) daje 


tig m 


4 
sin2Q9 | * 
2 


4 
S af a? 
o d=7 


a odatle 
S =a? 
(površina kvadrata stranice a, vidi sl. 46). 


2. Površina jednog zavoja Arhimedove spi- 
rale (vidi sl. 9). 


r=aeQ SI. 46. 
Prema (78 a): 


Nariši kardioidu r = a (1 — cos 9) uzevši na pr. a = 2 i izračunaj njenu površinu 


(s . Ž mač, vidi dalje sliku 50). 
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€) Površina sektora krivulje zadane u pravokutnim koordina- 
tama 
Polazimo od jednadžbe (784) 


I Pz 
-:| r2de 


U tu svrhu izvršimo prijelaz od polarnih koordinata na pravokutne. Znamo, 
da je 


a e g (a) 
A 
tg = “= 
a odatle 
g =arctg + 
6 
Diferenciramo: 
#72 l xdy —ydx _ xdy — ydx 
i boo y2 2 pk. +? (b) 
Il+= 


Uvrštenje (a) i (b) u (78a) daje: 
s= 3 |xo—ya (79) 


Integrali toga oblika računaju se tako, da se jednadžba krivulje napiše u para- 
metarskom obliku. 
Kao primjer odgovorimo na pitanje: zašto se inverzne funkcije od hiper- 
bolnih funkcija zovu Area-funkcije? (area znači površina). 
U tu svrhu izračunamo površinu S sektora istostrane hiperbole x? — y? = 1 
(sl. 47) ili u parametarskom obliku 
*=chf 
y=sht 
i to od 0 do z (vidi Dio I, $ 5). 


Računamo prema (79): 
dx = shr de 


dy = chr de 
pa uvrštenje u (79) daje 


t 
t 
2 


t 


t 
l l 
Pc Šxo—oskt RA 
s =; | (ei sh*r) dr 5 
o 0 


a odatle je 
t=2S 


192 


t. j. parametar 1 hiperbolnih funkcija brojčano je jednak dvostrukoj površini sektora 
istostrane hiperbole, pa se stoga kod prijelaza na inverzne funkcije smatra, da je 
area, t. j. površina (vidi sl. 47). 


d) Površina zatvorene krivu- 
lje. Krivuljni integrali 

Traži se površina S, koju određuje 
zatvorena krivulja y = y(x). 

Neka dirališta C i D tangenata po- 
vučenih na tu krivulju usporedno s osi 
Y dijele krivulju u dva dijela: gornji CED 
jednadžbe y,(x) i donji CFD jednadžbe 
Y2(x). (Vidi sl. 48). 

Prema toj slici imamo: 


S = površina ACEDB — površina SL. 47, 


ACFDB = umon = 


b a 


= prema (74) = | y,dx + | yedx 
b 


Iz slike 48. vidimo, da smo integri- 
rajući izvršili potpuno obilaženje krivulje 
u negativnom smislu, t.j. u smislu 
kazaljke na satu (površina pri tom obila- 
ženju bila je uvijek na desno!), pa kažemo, 
da je površina zatvorene krivulje 
zadane u pravokutnim koordinatama jednaka krivuljnom integralu 
uzduž zatvorene krivulje u negativnom smislu i simbolički pišemo: 


Š= P dx (80) 


Krivuljni integrali rješavaju se tako, da se jednadžba zatvorene krivulje napiše 
u parametarskom obliku. 


Primjeri 
1. Površina elipse. 


Jednadžbu elipse u parametarskom obliku znamo: 


x =acost | 


d 0=t<2r 
y =bsint 
Odatle dx = —asintdt, pa prema (80) imamo obi- 
SI. 49. lazeći krivulju u negativnom smislu, t.j. od 2z do 0: 


13 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 193 


9 
S=— [bsin: *asintdt = 
2n 


2n 2n 


sa ab [ sin?1 dt — prema (594) = ab 1-5) =abn 
1) 
Izračunaj pomoću krivuljnog integrala površinu kruga! 
2. Površina clipsine evolute. 
Jednadžba te evolute glasi 
2 
x=A cot 
O0Sgt<2rm 
za sin3 £ 
kak | 
(vidi str. 50 i sl. 23). 
Prema (80) računamo: 
2 
d=—2. Cos? £ * sin t dr 
pa imamo 
(0) " : 4 27 
= — [5 sinu ŽE coil: .snrdr = 5 | site *cos?r di = 
b a ab 
2 0 
= [(vidi primjer 1. točke 7) na strani 163] = 
2" 
_ 38 1 sin 41 sin3 21 | _ 384. 2m 
 a2|16 64 48 | a 16 
0 
Ine 
da 


Površina omeđena zatvorenom krivuljom, koja je zadana u po- 
larnim koordinatama, računa se prema (78) po formuli. 


s= zprio)do (81) 


pri čemu se obilaženje krivulje vrši u pozitivnom smislu, t. j. protiv kazaljke na 
satu. (Dokaži to!). 


Primjer 


Površina kardioide (srcaste krivulje) rz =a(1 — cos 9) ili # = 2asin? s , odnosno 


r=a(1+cos 9) ili r= 2acos?-2.. 
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(Vidi sl. 50, u kojoj je također prikazana jedno- 
stavna konstrukcija te krivulje). 
Prema (81) 


2 
La 87. 2 me 
ki da cos p)*dp = 


2 
2 
= [4—20050 + cose) de = 
0 


a? 


2 
. P , Ssin2p zo 
31? 2sinp+2+—, 


SI. 50. 


d Žiči 
=zenro= za 


2. Računanje statičkih momenata i koordinata težišta ravnih likova 


Pod statičkim momentom nekog ravnog lika obzirom na neku os razumije se 
umnožak površine tog lika i udaljenosti težišta tog lika od dotične osi. 

Prema tome, ako s M, označimo statički 
moment lika obzirom na os .X, sa S površinu 
lika, a s y, udaljenost težišta T lika od osi X, 


y 
777 t. j. ordinatu težišta T (vidi sl. 51), tada je 
£ g 
m A 7, M, =S-y, (a) 
vt 


i Slično: statički moment tog lika obzirom 
na os Y: 


SI. 51. M,=5S-x, (b) 
gdje je x, apscisa težišta T. 


Primijetimo, da je statički moment lika jednak nuli obzirom na bilo koju os, 
koja prolazi kroz težište lika, jer je tada udaljenost težišta od osi jednaka nuli, pa 
je prema (a), odnosno (b) statički moment jednak nuli. 


Iz (b) i (a) slijedi 


M. 
“==: x= 


(c) 


M, 
S 


Na pr. statički momenti pravokutnika (sl. 52) obzi- 
rom na osi, koje se podudaraju sa stranicama pravokutni- 
ka, glase prema (a) i (b): 


kB. 
rare 
unio 
ivona“ 2 
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Na isti način dobijemo statički moment za trokut osnovke bi visine h obzirom 
na 0s X, koja se poklapa .s osnovkom b: 


Medutim, ako koordinate težišta lika:i njegova površina nisu poznate, raču- 
namo M, i M, za element površine lika, a zatim integriranjem dobijemo tražene 
statičke momente za čitav lik. 

U tom slučaju statičke momente računamo po formulama: 


M,= [ydS- 
, (82) 
M, = | xdS | 
S 


gdje su x i'y koordinate težišta elementa: površine, dS površina elemen- 
ta, dok je integracija protegnuta preko čitave površine S' lika. 
Ako j€ zadani lik omeđen krivuljom, kojoj je jednadžba! y = f(x) poznata, 
tada je prema sl. 53. površina elementa dS = y dx, a koordinate težišta elementa 
dj 


jesu: x iS> pa jednadžbe (82) primaju oblik 


b 
1 
M, -z [va 


j (82a) 


M, = 


——, 
S 
a 


b 
Podijelimo li jednadžbe (82a) s površinom čitava lika, t. j. sa S = f ydx, 


dobijemo prema (c) koordinate težišta toga lika: 


(83) 


*, = rk a H Jr = S 
Pad 
Primjeri 


1. Odredi statički moment površine omeđene 
lukom sinuisoide i. odreskom osi X od x =0 
do x = m obzirom na os X. 


Prema (824) i slici 54: 


m 
Mx = z / sint dx = prema (59 a) =" 
0) 
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_ |X sn2x 1,484 4 L 
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Podijelimo li Mx s površinom S = J sin x dx = 2, dobijemo prema (83) ordinatu težišta zada- 
0 


nog lika: 


Apscisa je težišta x, = 3 jer je pravac x = 2% simetrije, a težište uvijek leži na osi simetrije lika. 


2. Odredi statičke momente Mx i My i koordi- 
nate težišta površine omeđene parabolom y? = 
= 2px, koja je prikazana na sl. 55. 

Prema (823) i uzevši u obzir, da je y = \ 2px 
imamo: 


2 2 
Iz y* = 2px slijedi, da je poluparametar parabole p = Ž odnosno p = 3: zax=4iy=, 


Uvrštenje daje: 


ab? 
Mx=-5 
a a a Šo 
My= [agax— fx. 2pxdx = V2p [ »kax = \2p|"*|— 
0 0 0 u 


= 3 Va Vo =Za'Vipa 


a kako je zax=ay=V2pa =b (vidi sl. 55), imamo 


Podijelimo li Mx i My s površinom S zadanog luka uzevši u obzir, da je prema (75) S -je, 
dobijemo prema (83) koordinate težišta zadanog lika: 


<, 20*8:3 
1 75 2ab 


5 
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3. Odredi statičke momente i koordinate težišta lika omeđenog polukubnom parabolom 


y = x: i pravcem y = x (vidi gore sl. 43). 
U primjeru 2. na str. 188 već smo izračunali diferencijal površine toga lika i samu površinu: 


dS = (x — x'b) dx 


1 
ŠI 


Uzevši u obzir, da težište elementa leži u sredini, bit će njegova ordinata seže = 


a" 
sa ze š (vidi sl. 43), pa imamo prema (82): 


_ [* bh _ Ph -3+/ i I koa žl=:(3-+)-2 
Me / te Ak diem &—)a-7|5—%i-zlr—-4)7a 
D) 9 = 
3 1 Kai 
My= [xx x'2) dx zE 3 3 ži 
9 2 
0 
Prema (83): 
1 
«= M_2_10 
a aa 
10 
A 
.M_4_1 
Jt i 2 
10 


Za mnoge likove odredivanje statičkih momenata i koordinata težišta možemo 
pojednostaviti prijelazom na parametarsku jednadžbu međašne krivulje. 
Primjer 
, 22. 9 
Odredi koordinate težišta površine omedene elipsom =2 + =" 1 i koordinatnim osima (u 


prvom kvadrantu). 
Prelazimo na parametarski oblik jednadžbe prvog kvadranta elipse (Dio I. 5 5) 


x = acost 


0srs5 


y=bsint 


pa računamo: 
dx = —asintdt 


Uvrštenje u (83) daje 


m 


2 


kid 
i % 
2 
—aZb [cost + sin2: dr —“ [sira 
0) 1) 


.-———————;. s > 
Ki Z 
— ob [ situ a1 — ob [ sia?r dt 
0 0 
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Kako je 


m 


JE] 


sin? £ 


Za 
3 3 


[cos sin tat = 
0 


(supstitucija sin t = z) 


sja 
ela 


o 5- (vidi tip VIII, str. 155) 
0 


J sičeat = |—sinčtcost— 5 cost 


kid T 
za a TI 
zaj a -|t_snai_ = 
/ sin* et dt = prema (59) 3 “S | 1 
dobijemo: 
4 2.2 
# — 2 + 3 _ 4 
f = Zn? Jt KJ kri 
4 4 "> 


Ako je međašna krivulja lika zadana u polarnim koordinatama r=r(9), 
tada, kako već znamo, element površine toga lika možemo smatrati trokutom, ko- 
jemu je površina prema (78) 


Kako je težište trokuta udaljeno od vrha za 2 


njegove visine, imamo prema slici 56: 


x=—rcos 


ani ve o 


rsin e 


q 
_.2 
"= 


Uvrštenje u (82) daje statičke momente M, i M, lika, koji je omeđen krivuljom 
r =r(Q) i radijvektorima krajnjih točaka te krivulje, kojima su amplitude g, i 9,: 


P2 
M, - [»as=5| rsinodo 
j " (84) 
Pe 
l 
M, = [xas=5 | voosodo 
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a odatle prema (83) dobijemo pravokutne koordinate težišta toga lika: 


Pa 
5 | rieosodo 
x; = My = u 
jd S 92 
| r*do 
“21 i 
(84a) 
kz 
+ | r3sin ? de 
zle oi 
kT S e, 
z [ra 
? 


Primjer 
Odredi pravokutne koordinate težišta površine omeđene kardioidom r = a(1 — cos 9). 
Kako je kardioida simetrična obzirom na os .X (vidi sl. 50), težište leži na toj osi, pa je 


x=0 
Računamo dakle My prema (84): 


2n 


3 
My= 7 [ (1—cos g)*cos edo = 
0 
2m 
a5 2 3 4 
— 5 [ (cos e—3 cos o +3cos3#—cos* o) do = 


< 2m 2m 2n 2mn 
= 7 [[e0s0d0—3 | cost9d9+3 | costedo— | cost 949] 
0 o 0 _ 


Prvi i treći integrali jednaki su nuli (vidi str. 182), a za druga dva dobijemo vrijednosti prema 
(60a) i tipu VIII (str. 155): 


, 2n 
no 24 Sin že (Zs osu ža fa 
My=3 (2+ 2 )- 4 sin p > cos 0+F9+1 120) 

0 
a 3 a3 15n Sajn 
My- 5[—3n—g:2n)=— TE =— 2 


Budući da je S = p na? (vidi primjer na str. 195) imamo: 


5a*n 
žao M 852 
saEG 3ma? 6 
2 
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Ako je lik, čije se težište traži, dio kruga, zgodno je prijeći na polarne koordi- 
nate, jer jednadžba kružnice polumjera R sa središtem u polu ima vrlo jednostavan 
oblik 

r=R 


(P ne ulazi u jednadžbu, jer je za bilo koji o radijvektor r jednak polumjeru R). 
Primjer 

Odredi koordinate težišta T kružnog isječka polu- 
mjera R prikazanog na sl. 57. 

Kako jednadžba kružnice u polarnim koordina- 
tama glasi r == R, a površina kružnog isječka 

S = prema (78 a) i sli 57 = 
T+a 


T 
1 pž 1 Ri a 
-zfrae-z/7a-2|.]- 
% Z-« Z-a 


R*'(|m Luj 
-Tilf+e-Z+e)=Ra 


imamo prema slici i (84a): 


X = 0, jer je os Y os simetrije kružnog isječka 


tae 
M. 1 š 
x= S -3p / R'isn edo (a) 
T 
5 Toka 
mole El(Ž+)-a(Z—<)]- 
mn sReb s 2 «) 2 ši 
Z-« 


R ž , 2 »sina 
=—z Csine—sin a) = Sao 
Traže li se koordinate težišta polukruga, promijenimo u (84) granice integracije i uzmemo u 
ž 2 ARA oo : Luj 
obzir da je S = sm ili. uvrstimo a = 3 u (a). 


Dobijemo: 
Xxa= 0 


zm 
sa E 2R 
»-zemj medo —3 
2 0 


2 
Integriramo li od 0 do . uzevši u obzir, da je S = mE, dobit ćemo već poznate nam ko- 


ordinate težišta prvog kvadranta kruga: 
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dok d, daje udaljenost težišta od središta kruga: 


4RV2 


“= 3n 


Izračunaj statičke momente Mx i My, a također koordinate težišta: 


1. površine omedene parabolama y = xiy = Vx. (=y = 0,45] 


2. površine omeđene prvim lukom cikloide x =r(t—sint); y=r(l—cost) i osi X. 


[m7] 
m S" 


3. površine omeđene prvim poluzavojem Arhimedove spirale r = aeiosi X. 


[- a € LR 2a E 2] 


3. Računanje momenata tromosti (inercije) ravnih likova 


Pod momentom tromosti ili inercije materijalne točke obzirom na zadanu os 
rotacije razumije se umnožak mase m te točke i kvadrata njene udaljenosti od 
osi rotacije. 


Prema slici 58: 


1, =m:y* = moment tromosti obzirom na os X 


I, = m:x* = moment tromosti obzirom na os Y. 


To su aksijalni momenti tromosti materijalne 
točke. 


Računa li se moment tromosti obzirom na zadanu 
točku, dobijemo polarni moment tromosti: 


» = mr? = polarni moment tromosti 
SI. 58. obzirom na ishodište 0. 


Moment tromosti obzirom na zadanu ravninu zove se planarni moment 
tromosti: 
L, 
Traži li se moment tijela, tada se najprije izračuna moment tromosti za 
element toga tijela mase dm, t. j. izračuna se 
dl, =y'dm; dl, =xdm; dl, =rdmy; dl, =htdm, 


a zatim integrirajući po volumenu V toga tijela dobijemo traženi moment tromosti 
za čitavo tijelo: 


IL = fytdam; I= [tam I,= frtdm; I,= [ hdm 
V v V v 


= mh? 
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lntegriranje po volumenu traži primjenu trostrukih integrala, o kojima je 
riječ u trećem dijelu Repetitorija (vidi Dio III. str. 228 i sl.). Međutim, mo- 
mente tromosti homogenih rotacionih tjelesa možemo izračunati i pomoću 
običnih određenih integrala (vidi dalje točku 7. ovog paragrafa). 
"> Računaju li se momenti tromosti ravna lika, t. j. t. zv. geometrijski momenti, 
tada ulogu mase m igra površina S lika, pa se momenti tromosti elementa lika 
računaju prema 


dl, = y*dS 
dI, = 45 (85) 
di, = "'dS 


a integrirajući po čitavoj površini S lika dobijemo tražene momente tromosti: 


L= J y*dS 
aksijalne * 
I, = fx*ds (85a) 
S 
L, = f ras 
v 


Praktički se postupa tako, da se izračuna površina dS elementa zadanog lika, 
koja se izrazi s y, odnosno s x, pa se izvrši integriranje. 

Primjeri 

1. Izračunaj momente tromosti pravokutnika osnovke b i visine Ah obzirom na os X, koja 
se poklapa s osnovkom lika. 


Prema (85) dIx =y*+ dS računamo površinu ele- 
menta (vidi sl. 59): 


dS=b dy 


pa prema Pa imamo: 


Prka SR 
Zamijenimo li b s h, a h s b, dobijemo: 


hb 
ly = om SI. 59. 


Integrirajući od —_$ do + u dobijemo moment tromosti obzirom na os .X;, koja prolazi teži- 


štem lika usporedno s osnovkom: 
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2. Ižračunaj moment tromosti trokuta 
osnovke & i visine h obzirom na os, koja 
prolazi osnovkom lika. 

Površina elementa, koji možemo smatrati 
da je pravokutnik: 


dS = z + dy (vidi sl. 60), 
pa je prema (85) 
dl,y=y?.zdy (a) 


Da možemo integrirati, treba z izraziti 
S y. Iz sličnosti trokuta slijedi: 


zib=(h—y)]):h 


pa 60. 


a odatle: 


_bhk—p)_,_2 
z=č=b— Io 


Uvrštenje u (a) daje: 


a odatle: 


dh =y (#—5>)d» 


Izračunaj na slični način momente tromosti tog trokuta obzirom na paralelnu os X“ kroz vrh 


4 


3. Izračunaj polarni moment tromosti kruga polumjera R obzi- 
rom na središte kruga. 

Element površine uzmemo u obliku vijenca polumjera p i širine 
dp (vidi sl. 61), pa, ako ga prerežemo i uspravimo, možemo uze- 
ti, da dobijemo pravokutnik osnovke 2px i visine dp: 


Dakle: 


trokuta (1 = 2) % 


dS = 2pm + dp 
pa prema (85) ima: 
dlp = p?dS = p2+ 2 dp 


a odatle: 
F 4 Rt 
b=2n [/ pdp=2n £ a 
0 


Tražimo li polarni moment tromosti kružnog vijenca nutarnjeg polumjera R, 
i vanjskog R, obzirom na središte, tada treba samo promijeniti granice integracije. 


Za vijenac: 
R, 
bh? f pde=2n|6|-ZRf—R9 
Ri i 
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4. Primjeri iz fizike 


1. Izračunaj silu, kojom privlači ho- 
mogeni uspravni štap gustoće p, popreč- 
nog presjeka g i duljine s, materijalnu 
točku mase m, koja se nalazi u produljenju 
osi štapa u udaljenosti a od jednog njego- 
va kraja. 

Polazeći od Newtonova zakona privlače- Sl. 62 
nja izmedu dviju masa: ao 


: : g umnožak masa _ Mmm 
sila; privlačenja Pa ao između njih)? f rž > 


gdje je f = 66,63 + 10—* konstanta gravitacije, t. j. sila, kojom se međusobno privlače dvije ma- 
terijalne točke mase 1 g u udaljenosti 1 cm, izračunajmo silu privlačenja dF izmedu materijalne 
točke mase m i elementa štapa duljine dx (vidi sl. 62). 


Volumen elementa dV = q + dx 
masa elementa dM = gustoća x volumen =p-dV=p+-q-dx 
Prema Newtonovu zakonu: 
— rPLIde im 
ser (x + a)? 
Odatle: 


tj 


5 
dx 1 
raratni ura“ toa seal 


1 s 
mI adobe res. 


Pedi 
s+a a =I 


a(a + s) 


=—fpam ( 
akakojep+q*s= M = masa štapa, dobijemo: 


M + m 
F=f a(a+s) 
2. Posuda, koja ima oblik uspravna kružna stošca visine A i polumjera osnovke r, napunjena 
je vodom. Nakon koliko će se vremena isprazniti posuda kroz otvor površine a u vrhu stošca. 
Pretpostavimo, da je za vrijeme dz istekao kroz donji ot- 
vor element obujma vode dQ, koji možemo smatrati da je valjak 
površine osnovke S i visine dy (vidi sl. 63): 


dQ = S + dy 


U drugu ruku je poznato: ako se zanemare svi otpori, 
brzina istjecanja kroz otvor jednaka je brzini tijela, koje slobo- 
dno pada s visine jednakoj dubini vode u posudi. Prema tome 
brzina istjecanja kroz otvor čestica vode, koje se nalaze u dubini 
y, bit će: 


v = V2gy, gdje je g = 9,81 mjsek? 
[vidi (e) na str. 83). 


Kako je protoka jednaka umnošku površine otvora i brzine istjeca- 


nja, isteći će u jedinici vremena kroz otvor površine a obujam vode: 


SI. 63. 


a-um=a V2gy 
a za vrijeme dt: 


dQ=aV2gy dt 
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Prije smo pokazali, da za to vrijeme dt istekao je element obujma vode 4Q = S + dy, pa imamo: 


S.+dy=aV2gy dt (a) 


Da možemo integrirati, moramo promjenljivu površinu S osnovke elementa dQ izraziti s y. 
Znamo, da se površine paralelnih presjeka stošca odnose kao kvadrati njihovih udaljenosti od' 
vrha: 

S:mri=y2:h? 
a odatle: 


Uvrštenje u (a) daje: 


2y 
ZI id asišg * dt 


Odatle: 
2,2 
dz. 
haV2gy 
So“ 2 ) h 
zr zr 2 
il? all 
ah?V2g h2V 2g 
0 


m 2xr?2 Kk 2 2mrVh 
5ah?\/2g _5aV2g_ 


3. Brzina tijela dana je formulom v = V1 + t misec. Odredi put, što ga je tijelo prevalilo 
u toku 10 sekunada nakon početka gibanja. 


Znamo, da je E (Dio, I $ 18), pa 
Ž-vVi Fi/-.dt 
=VI +e. dt 


10 
«= [Vrrra 
0 


Uz supstituciju V1 + £ = z (vidi tip II na strani 122) dobi- 
jemo: 


-5(iB—n = 23,6.m 


5 Varoj 


SI. 64. 


4. Homogena pravokutna pločica gustoće p = 8g/cm3, debljine d = 0,3 cm i stranica 
a=50cm i b = 40 cm okreće se oko stranice a kutnom brzinom o=3n-o. Odredi kineti- 
čku encrgiju rotacije pločice. 


ge ke? a e š mu? mr20? 
Kako je kinetička energija E& materijalne točke mase m jednaka > odnosno s 


jer je obodna brzina v = r + &, gdje je r polumjer rotacije, a w kutna brzina, glasit će kinetička 
energija za element pločice debljine dx u udaljenosti x od osi rotacije Y (vidi sl. 64): 


dm + x2 02 


dk = 5 


Masa elementa dm = gustoća puta volumen - p-a<d-.dx, pa je 


2 .a: biA.:. <? 
ri ar PR RT taH (a) 


Uvrstimo li u (a) zadane krace izrazivši ih u kg i m: 


P= 8 glem? = dino SJ = 8000 kg/m"; d = 0,3 on = 0,003 m 


a“ TS 
a=50cm=05m; b =40cm =04m 


dobijemo a 
= 8000 + 0,5 + —: * 0,003 + 9" 11,32 kgm 
Izračunaj za istu pločicu centrifugalnu silu C, koja za materijalnu točku mase m glasi C=m ro". 
[ c=" b “| 
EKA 


5. Određivanje duljine luka krivulje (rektifikacija krivulje) 


a) Općenito 


Pod duljinom luka krivulje razumije se granična vrijednost opsega poligona 
upisanog tom luku, kad broj stranica tog poligona teži u beskonačnost, a duljina 
svake pojedine stranice tog poligona teži nuli. 

Budući da ta granična vrijednost opsega upisanog poligona predočuje isto- 
dobno duljinu nekog odreska pravca, određivanje duljine krivulje zove se također 
rektifikacija krivulje (rektificirati znači ispraviti). Iz te definicije vidimo jasno, 
da se duljina luka krivulje definira pomoću određenog integrala, za koji znamo 
da je limes sume, koja sadrži sve više članova, pri čemu svaki član te sume teži nuli. 


b) U pravokutnim koordinatama 
1. Jednadžba krivulje zadana je u eksplicitnom obliku: y = f(x) 


Da odredimo duljinu s luka krivulje y = f(x) [vidi sl. 65.), sjetimo se formule 
(3) za kvadrat diferencijala luka: 


dst = dx? + dy* (a) 
(Vidi sl. 3). 
Podijelimo li tu jednakost s dx", dobit ćemo: 
ds\* dy\* . dy : 
(£) =1+ (9) » a kako je dar 


imamo 


= VI +y7(x)dx (86) SI. 65. 
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To je izraz za diferencijal luka krivulje y = f(x). Integriranjem do- 
bijemo traženu duljinu s luka krivulje: 


b 
= iŽ VI FG): dx (86a) 


Kadšto je zgodnije uzeti, da je y nezavisna promjenljiva, t. j. prijeći na in- 
verznu funkciju x = e(y). U tom slučaju podijelivši (a) s dy, dobijemo na sličan 
način: 


d 
s= (VIP) dy (866) 


(Vidi sl. 65). 
Primjeri 
1. Odredi duljinu luka lančanice y = ch x od x = 0 do x = 1,12 (sl. 66). 
Računamo prema (86 a): 


ya=chx; y =shx 


Vi +y2= VI +shžx = ch x 


1,12 1,12 
> fenxdx = EEE sh 1,12 = 1,37 
0 0 


(vidi dio I. $ 4, 6). 


2. Rektificiraj parabolu y%= 2px od vrha do x = £. 


2 
Radi lakšeg integriranja prelazimo na inverznu funkciju x = a iod- 


redimo nove granice integracije. 


Za x=59.=/%- f=-pazax=0iy= 0. Po y integriramo dakle od 0 do p. 


12 y% = 2px slijedi: 


>-8R Tae 4 


sj Vp2+y%dy = prema predtipu C uz primjenu formule (53aY = 


u 


p 
- IZ Vera+ Enži vis či hl 
p 
0 
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rak S 


2 (5 EJ 
-5(f pV2+ Zete Ema) 22124 2 ma +V2) 


Izračunaj duljinu luka jedne grane polukubne parabole y* = x3(sl. 43) od x = 0 do x = 5. 


1-2 
= 0 


2. Jednadžba krivulje zadana je u parametarskom obliku: 


x 
bj 


x (1) 
y(1) 


t=tst 


b 
Formulu (86a) za duljinu luka krivulje s = jA VI +y7 dx izrazimo pomoću 


parametra £. 
Znamo, da je prema (17): 


i KB 
J (x) ka x'(t) 
pa dobijemo: 
, VN). LG) FS) Fo" 
? = =. = 
l+y*(x) =1+ sir) zi(1) že: 
gdje je *=x(t) 
y=y(t) 
Osim toga je 
dx =xdt 
Uvrštenje u (862) daje formulu za duljinu luka s krivulje zadane para- 
=) 
metarski $ 
y=y(t) 


te 
= [Vrsta (87) 
ti 
uz pretpostavku, da vrijednostima x =a i x =b odgovaraju vrijednosti # = t, 
EEE 
Primjeri ' 
1. Rektifikacija jednog luka cikloide: 
x=r(t—sint) 
y=r(l—cost) [vidi formulu (19) i sl. 5). 


14. B. Apsen: Repetitorij više matematike IT dio , 209 


Računamo prema (87): 
ž=r(l—cos!) 


y=rsint 
2m 2m 
s= r [ Va=esij = sire dr = A FESTJETJEZNIKE 
A krk usi dij 
0 0 1 


2n 


2n 2m 
= V2 [Vr=—essrar = rV2 f 2st a = 2 ICETI 
0 0 0 


=2rl—— | =4r(—cos = + cos 0) = 8r 


Duljina luka cikloide jednaka je osmerostrukom polumjeru kružnice, koja izvodi tu krivulju. 
2. Rektifikacija kvadranta elipse 


Da dobijemo duljinu luka elipse u obliku, koji slijedi, 
računat ćemo parametar t od osi + Y u smislu kazaljke 
na satu (vidi sl, 67), dok smo prije taj kut £ računali 
idući od osi + .X u obratnom smislu. 


Uvrštenje 
T 
ti mae 
u 
X =4C0Sst, .s. . 
raoK tin t (vidi Dio I, $ 5) 


daje parametarsku jednadžbu elipse za taj način računanja parametra ft: 


x =asint 
Laži 0gt<2rn 
Računamo prema (87): 
*=acost 


.y = —bsint 


x+)? =a?cosčt + b?sinžt = a?(1—sin? 1) + 8? sin? 1 


=a? (1—sint: + 2 sin :) = e(1—sa(1—2)] 


=a (1 _"=- sin? :) = a*(1—e?sin?0) 
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e a?—b? Ve Pe času < 
- = numerički ekscentricitet, koji je < 1 za elipsu. 


Luj 


Z 
s= a [Vizesvia 
0 


Dobili smo eliptički integral u kanonskom obliku druge vrste, u kojem je e modul tog integrala 
(vidi tip V, str. 146). 

Znamo, da taj integral možemo elementarno riješiti samo približno i to tako, da integrand 
razvijemo u beskonačni konvergentni red, koji integriramo član po član. 


Integrand V1—e?sin?t = (1 —e? sin? ie razvijemo dakle u binomni red: 
m(m—1) m(m—l)(m—=2) 4... 
LEO VESELA. ST 

konvergira za|x| <1 (vidi Dio I, $ 20, 9). 
Kako je naš |x| =ežsin?t < 1, red će konvergirati. 


(1+x)7=1+Hm+ 


Uvrštenje x = — g? sin?t i m= zu binomni red daje: 


e*sin*t + *.- 


:( 5) 
Lek DRA ar 
/T=ečsinčt = 1—-—ež sint Koda, Vb O PE PL VRS 
VI—e?sinčt = 1 ze sint + 1.2 e'sin*t TEK IS 


ili 


1 1 143 
—esinšrt = - £? gin? 4sintt — sinsr— >... 
VI—esinžr = 1 3 e sina zani 2.4.6065 imi 


Kako taj red konvengira uniformno, smijemo ga integrirati član po član (vidi $ 5, 8): 


m mn tid ku 
3 | BENA. ' 2 
E = £2 sinž = nel BI in? 2 4 ini Kaše 
«-a/Vi ežsinžtdt =a [a ze [sine ar Zas [sin tdt 
0 0 0 0 
+ ze(7 sin 21 1 «( m ačes E PS 
=a ie 3 =)-r3: z sinje cos € — sin t Cos t + 
ki 
3 mu 1 1 3 
ri Ea sas JE E JN 
+4") | JE zoka “TE ] 


Vat—#8*, - 


Uvrstivši u red vrijednost poluosi a zadane elipse i njen numerički ekscentricitet € = u 
gdje je a > b, možemo duljinu kvadranta elipse izračunati po volji točno. 
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Uvrstimo li u rd a=rieg€ = 0, dobijemo: 


s= T: a to je duljina kvadranta kružnice. 


Rektificiraj kružnicu uzevši njenu jednadžbu u parametarskom obliku. ls=2rr] 


€) U polarnim koordinatama 
Jednadžba krivulje glasi r = 1(0). 
Formulu (3) za kvadrat diferencijala luka krivulje 
ds? = dx? + dy? 

izrazimo u polarnim koordinatama. 
Znamo formule prijelaza: 
dx = —rsin &:do + cos g-dr 
dy =rcos 0:'de + sin g:dr 


S a ae S odatle 
Uvrštenje u (3) daje: 
ds? = r?sin?o do? — 2r sin o cos & do dr -+- cos? dr? + 
+ r?cos?o dg? + 2r cos osin ? de dr + sin?o dr? = 


= r'de%sinžp -+ cos?o) + dr*(cos?o -+- sin?) 


ili 
ds? = r?dQ0? + dr? 
ili 
dr\? : ž 
ds? = do? [12 +1|-— = (1*+r?)do? 
do 
a odatle: 


d= \r7 +r?do 


P2 
s= [ VFr(gde (88) 
Pi 


Time smo dobili formulu za rektifikaciju krivulje zadane u po- 
larnim koordinatama r = (0). 


Primjeri 
1. Rektificiraj kružnicu polumjera R: r= R. 
Prema (88) imamo: 
r=fR; r'=0 
2m 2m 
1= [VRđe=R|e|=2Rn 
0 0 
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2. Rektificiraj kardioidu r = a(1—cos 9?) (vidi sl. 50). 
r'=asine 


Uvrštenje u (88) daje: 


2 
s= [vea — cos g)* + a*sin* ode = 
0 


2n 2n 
-a[Vi=žeser oso rsnedo =aV2 [ Vi=cs do = 
LL 
0 1 0 


2m 


Ka 


+ 
2 


2 2m 
-aV2| /2sm$ de = za [m $ae-—že 
0 0 


= —4a(cos m—co50) = — 4a(—1—1) = 8a 


Izračunaj duljinu luka prvog zavoja Arhimedove spirale r = a 9. 


[= savTr37+ 2 laQ2r+Vi F3) 


6. Obujam (volumen) tijela 


Obujam tijela računa se obično pomoću dvostrukog integrala, o kojem je 
riječ u trećem dijelu Repetitorija. Medutim, ako možemo površinu poprečnog 
presjeka tijela prikazati kao funkciju njegova položaja ili ako je tijelo rotaciono, 
tada obujam možemo izračunati pomoću običnog jednostrukog određenog in- 
tegrala. 

Slika 68 prikazuje tijelo, za koje pret- 
postavljamo, da nam je poznata površina 
S svakog njegovog poprečnog presjeka, 
t. j. površina poprečnog presjeka zadana 
je kao funkcija od x: S = S(x). 

Element tijela visine dx možemo 
smatrati da je valjak osnovke S(x), pa 
je njegov volumen: 


dV = S(x) dx 
a odatle: 


b 
V = [ S (x) dx (89) 
a 
gdje je S(x) površina poprečnog presjeka tijela zadana kao funkcija od x. 
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Primjer 


.  oIzračunaj obujam troosnog elipsoida. Troosni elipsoid je tijelo, kojemu je svaki presjek 
elipsa, slično tome, kako je krug svaki presjek kugle (vidi sl. 69). 
Rotacijom elipse oko njene velike ili male 
osi ne nastaje troosni već dvoosni ili ro- 
tacioni elipsoid, kojemu su presjeci kru- 
govi okomiti na os rotacije. 
Da izračunamo volumen troosnog elip- 
soida, treba površinu S poprečnog pre- 
sjeka toga tijela izraziti kao funkciju od x. 
Pošto je taj presjek elipsa s poluosima 
bic“ (vidi sl. 69), a površinu elipse znamo 
(S =abnm), bit će: 


S=bcmn 


Kako se vidi iz slike, b' je ordinata u 
točki apscise x horizontalne elipse s polu- 
osima a i b, u kojoj ravnina X Y siječe 


elipsoid i kojoj je jednadžba 2 + ža =1 
odnosno 


b p] 2 
ia d*—x 


= 2vaza (a) 


Slično je € ordinata u točki apscise x vertikalne elipse s poluosima a i c, u kojoj ravnina Xz 
siječe elipsoid i kojoj je jednadžba 


2? 
nu 
odnosno 
z= e Va?— x? 
pa je 


“= Ve (b) 
a 
Uvrštenje (a) i(b)u S =bc' m daje: 


S(x) = =y (a? —x?) 


pa prema (89) imamo: 


kad b i 
cm cn x 
v= “E [ (e—x)ax- S ix— == 

5) —a 
idbernif a sup SŠ bcx Rd _ ber 4a? 
ije [-0+$)] too žo) 18 S 


Da kontroliramo rezultat, uzmemo da jea=b=c=r. 


Dobijemo V = 3" sm, a to je volumen kugle, koja pretstavlja samo poseban slučaj elipsoida. 
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7. Rotacione plohe i tjelesa 
a) Jednadžbe rotacionih ploha 


Traži se jednadžba plohe, koja je nastala rotacijom krivulje y = f(x) oko osi X 
(sl. 70). ! 
Svaka točka A krivulje, kojoj je apscisa x i ordinata »y=/f(x), opisuje pri rota- 
ciji kružnicu polumjera r =y = f(x). Da napišemo jednadžbu tako nastale rota- 
cione plohe, uzmemo na toj plohi točku T(x,y,z) po volji, pa je naš zadatak, da 
napišemo jednadžbu, koja veže koordi- 
nate x, 9, z te točke s onim, što je za 
plohu zadano. 

Iz pravokutnog trokuta TT"A' sli- / 
jedi: ; 


bs 


T 
1 
l 
Ps. Bede bai 


Ši 02 2 
P=y+s , 


a kako je #=f(x), dobijemo traženu | > 
jednadžbu rotacione plohe: ik 
i 


[f(x)]t =y + z? (90) Ka Pa a 


koja je nastala rotacijom krivulje SI. 70. 
y =f(x) oko osi .X. 
Na isti način dobijemo jednadžbu rotacione plohe 


[p(y)])* =x*+zt (90a) 


rotirajući krivulju x = o(y) oko osi Y. 


Primjeri 
1. Zadana je parabola y"= 2 px. Napiši jednadžbe rotacionih paraboloida nastalih rotaci- 
jom te krivulje. - 
a) oko osi .X; b) oko osi Y (vidi sl. 71). 
a) Parabolu y* == 2 px rotiramo oko osi .X. 
ay Uvrštenje y* = 2px = [/(x))* u (90) daje: 


Sal 55 gia 
ili 
am y?+z2*= 2px 
0 b) Parabolu y?= 2px rouramo oko osi Y. 
Iz y*= 2px slijedi: 
)* 
/ kas; f(y) 
Uvrštenje u (90a) daje: 


Sl: "7tv 4 
BA x2 + 2" 


ili 
yi=4pt(x*+ 22) 
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2. Napiši jednadžbu rotacionog paraboloida nastalog rotacijom oko osi .X parabole zadane 
prema slici 72. 


Najprije odredimo jednadžbu zadane parabole. 
Znamo jednadžbu parabole, kojoj je os simetrije paralelna s osi .X: 


(y—b)? = 2p(x—a) 
gdje su (a, b) koordinate vrha parabole. U našem slučaju jea =3;b = 0: 
»t=2p(x—3) (a) 


Da odredimo parametar 2p, uvrstimo u (a) koordinate točke (0, 2) ili točke (0, — 2), koje leže 
na paraboli. 


Dobijemo: 
4 = 2p(—3) 
Odatle: 


4 

SJ jj 

2p 3 
Uvrštenje u (a) daje traženu jednadžbu parabole: 

s == .a (x—3) 
ili 

4 
»"=— 3* +4 


Sada možemo odrediti jednadžbu rotacione površine. 
Prema (90) imamo: 


—gx+4=y + 2? 


SL: 72. ili 
4x +3»* +322— 12 = 0 


3. Napiši jednadžbe rotacionih hiperboloida rotirajući hiperbolu 5? 2% — a? y* = a?b? 
a) oko osi X ib) oko osi Y (sl. 73). 


a) Hipcrbolu 2x? — a7 y? = ab? rotiramo oko osi X. 
Iz te jednadžbe slijedi: 


KE AVS 2 : 
= Za (t—ač) = [f(s)) 


To uvrstimo u (90): 


LA 2 Bes Ek ažj ek 
pab d)=t+=):b 


X M 2 


To je jednadžba dvoplošnog rotacionog 
hiperboloida (vidi sl. 73). 


b) Istu hiperbolu rotiramo oko osi Y. 
Iz bžx?2—a?y?* = a? b? slijedi: 


\, Uvrštenje u (90a) daje: 


a? 
HOo+t=strzla 


Jednadžba jednoplošnog rotacionog hiperboloida (vidi sl. 73). 
Napiši jednadžbe elipsoida rotirajući elipsu b5x? + a?y? = a*b? 
a) oko osi X i b) oko osi Y. 
x? 97 22 x? 9? 22 
[+8+F-1 s+#+2-1] 


Vidimo, da rotacione plohe imaju uvijek dvije osi. 
Napiši za vježbu jednadžbe rotacionih ploha rotirajući na pr. y = x% y=xit. d. oko osi X 
i oko osi Y. (Vidi Dio I, slike 25 i 31). 


b) Obujam rotacionog tijela 


Traži se obujam tijela, koje je omeđeno plohom nastalom rotacijom oko osi .X 
krivulje y = f(x) od x = a do x = b (sl. 74.) 

Kako svaka točka A(x, y) krivulje y = f(x) opisuje kružnicu polumjera 
r=y=/f(x), svaki poprečni presjek rotacionog tijela okomit na os rotacije (os X) 
je krug, kojemu je površina: 

S(x) = nrt=my*=m'[f(x)) 


Uvrštenje u (89) daje traženi volu- 
men rotacionog tijela 


b b 
V ==[ydx ==/ [f(x)]*dx (91) 


Rotiramo li istu krivulju oko osi Y, 
tada je volumen rotacionog tijela: 


đ đ 
V=nfx'dy == f[e()ldy (912) SI. 74. 


gdje je x = 90(y) inverzna funkcija od y = f(x). 
Ako je krivulja, koja rotira, zadana u parametarskom obliku: 


z*= x) 
ti StSr, tada formula (91 

y =y(1) 1 23 ( ) 

za volumen rotacionog tijela prima oblik: 
f 
V= JEZO «x'(1)dt (92) 
hh 

jer je d=x(t):de=x.dt 


c) Površina rotacione plohe 


Primijetimo, da se i površine ploha računaju pomoću dvostrukog integrala. 
Međutim, ako je ploha rotaciona, njenu površinu možemo odrediti pomoću jedno- 
strukog odredenog integrala. 

Element površine dS tijela, koje je nastalo rotacijom oko osi .X krivulje y=/f(x) 
od x =a do x =b, možemo smatrati kao da je plašt valjka, kojemu je izvodnica 
diferencijal luka krivulje ds, a osnovka ima opseg 2rr = 2my (sl. 75), pa je: 


dS=2zy ds 
a kako je prema (86) 


ds=VJi+y*dx 


Pm 


E 


imamo: 
b 


S=2n/y Ikyidx = 


(93) 


L2 


&=I 


b 
=2m[ f(x) VTFIJ G)T dx 


Sl. 75. 
To je površina tijela nastalog rotacijom krivulje y = f(x) oko 
osi X. 
ne e x*=x(1) 
Pošto je za krivulju t=tst rema (87 
) J y=y(1) 1 2 P (87) 


ds=1/x?2+y"det, 


S =2n [> Vžt + de (94) 


površina tijela nastalog rotacijom oko osi .X krivulje zadane u 
parametarskom obliku. 


bit će 


Primjeri 
1. Napiši jednadžbu kugline plohe i izračunaj volumen i površinu kugle polumjera r. 


Kuglina ploha nastaje rotacijom oko osi .X gornje 
polovine kružnice 


a+y=r (vidi sl. 76). 
a) Jednadžba kugline plohe 
Uvrštenje: 
== (x) 

u (90) daje: 

ri x" = 9 + 22 
ili 

x? + 9 + 2? =r 
jednadžba kugline plohe. SI. 76. 
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ib) Obujam kugle 
"Uvrštenje y? = r— x* u (91) daje: 
+r 
V = m /gt—ax = 
-r 


3 
x 

rx—_—=—|= 
3 


3 3 3 3 
= =["-5-(-r+ 5)| = "("—7 + "—5) = E gti 


€) Površina kugle 
Računamo prema (93): 
Kako jednadžba polukružnice, koju rotiramo, glasi 


x+ y* = 
ili 
v= Vez 2 


dobivamo derivirajući: 


: 2x x 
"7" ae=sš  Ve—s 


A x r 
ler eis ACE 


1+y9?= 


Uvrštenje u (93) daje: 


5-af1 ta ===ds=2nr 
ć = 


=2nr(r+r)=d4rrm 


«|- 


=y 


2. Odredi volumen tijela nastalog rotacijom oko osi .X sinusoide y = sinx od x = 0 do 


Xx= m 
Uvrštenje y2 = sin? x u (91) daje: 


T 


in2 
V = = | sitxax = prema (594) = Fa 
= ia nt > 9,87 = 4,93 (u kubnim jedinicama). 


2 


3. Izračunaj obujam elipsoida, koji je nastao rotacijom elipse b%x* + a*y? = a*b" oko 
osi X. 


Uvrštenje: y? = Z(at—»x) u (91) daje: 


a aL oA a aa Ru av pade 
(a +a'— ) ai *3# =3%2 tr 
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Proba: zaa=b=r: 
V= E: r% m = obujam kugle. 


4. Izračunaj obujam i površinu tijela, koje je nastalo rotacijom luka cikloide 


x=r(t—sint) | 


ya r(1 ot) oko osi X. 


a) Obujam 
Računamo prema (92): 
X=r(l—cost) 
2n 2n 
Ve m f r*(1—cos dr —co51)dt= s." fa — cos 1)" dt = 
0 0 
2n 
= mrfa —3cost + 3 cosžt — cos? 1) dt = 
0 


21 Zn 


2m 2m 
s zr] [a—3 feosrar + 3 | costrat— f cos" dr] = (vidistn. 182) = 
0 0 0 0 


sin 21 


2n 
= [2:—0 + 315+ |] =rmr(2n+3n) = Snčr? 
0 


b) Površina 
Računamo prema (94): 


x=r(t—sint) 
y=r(1—cost) 


x=r(l—cost); y=rsint 


2m 


s= 2x | r(1—cosp+ VG =sir r*sinžidi = 


0 


2 2n 
= nr f —cos#) + V2(I — cos 2) dt = 2nr* [ 2sint S . 2 sind = 
o o 


2 
= 8rr? [ sin* < dt (a) 
0 


O: t : 
Jswža-[f-s: dr = 2d2] = 2 [ sita: = 
= prema tipu VIII (primjer 2 na strani 155) = 2 (—+ sin? z cos z — 


2 Di s t 4 + 
— Zoo) = — 5 sin 3 cos a7 cos 5 +cC 
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Uvrštenje u (a) daje: 


2m 
ŽE om t 4 
= rei “= -—— — | == 
S = 8rr 3 sint cos 3 i e 2) 
0 
4 4 64 
= 2 —_ >< Kaić 2 
8n"(+3+35) ok 


Odredi integriranjem obujam i površinu i 
1) stošca nastalog rotacijom oko osi X pravca, koji spaja ishodište s točkom A (3, 4). 
[V = 16n, S = 20] 
2) tijela nastalog rotacijom luka cikloide oko osi Y. 


[V = 6n'r9; S = 16m?ri] 


d) Guldinovo pravilo za volumen i površinu rotacionog tijela 


Tražimo volumen tijela, koje nastaje rotacijom oko osi X ravna lika, kojemu 
je površina 5, a težište u točki T(x,, y) (sl. 77). 

Rotiramo li oko osi .X element lika površine dS i koordinata (x, y), nastat će 
kružni prsten poprečnog presjeka dS. Prerežemo li taj prsten pa ga uspravimo, 
dobit ćemo valjak, kome je osnovka dS, a visina 2zy, pa je volumen elementa: 


dV =dS:2zy 
Integriranje po površini S lika daje: 
V=2:[ydS=2nM, (a) 
S 


jer je prema (82) 
J ydS = M, = statički moment lika obzirom na os X. 
S 


Prema (83) znamo izraz za ordinatu težišta y, 
ravna lika: 


M, 
Sr S 
odatle: 
M.=),'S 
Uvrštenje u (a) daje: 
V=S:-2ny, (95) 


gdje je S površina ravnog lika, koji rotira, y, udaljenost težišta lika od osi rotacije, 
a 2%y, — duljina kružnice, koju opisuje težište lika kod rotacije, t. j. put težišta. 
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Prema tome Guldinovo pravilo glasi: obujam rotacionog tijela 
jednsek je umnošku površine lika, koji rotira, i puta težišta lika 
kod jednog okretaja. 

Iz (95) slijedi: 


ordinata težišta lika 


(95a) 
To znači: ako znamo volumen V rotacionog tijela i površinu S ravna lika, 
koji to tijelo izvodi, tada možemo prema formuli (95a) izračunati udaljenost te- 
žišta tog ravnog lika od osi rotacije. 

Na pr. rotirajući oko promjera (os X) polovinu kruga, kojoj je površina S = 
= zr, dobijemo kuglu, kojoj je volumen V=—- rr? (vidi sl. 76). 


3 
Uvrštenje u (95a) daje ordinatu težišta polukruga: 


4 


— mr3 


to) 


Do istog rezultata došli smo prije drugim putem (v. pr. na str. 201). 

Na slični način dolazimo do drugog Guldinova pravila, koje glasi: 

Površina S rotacione plohe jednaka je umnošku duljine s luka, 
koji rotira, i puta težišta luka kod jednog okretaja. 


Izvedi to pravilo! 


S=s2T)y, (96) 
Odatle ordinata težišta luka glasi: 
Y ze (96a) 
Na pr., ako tražimo težište polukružnice (luka!) y = + \'r*— xf, tada je: 
x =0, 


ay računamo prema (963), uzevši u obzir, da rotirajući oko osi X polukružnicu, 
kojoj je duljina luka s = rr, dobijemo kuglinu plohu, kojoj je površina S = đ4r*n: 


Primjeri 


1. Odredi obujam i površinu prstena (torusa), koji nastaje rotacijom oko osi .X kruga 


(x—p)*+(y—q)'=r. 
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Oba rezultata kontroliraj pomoću Guldinovih pravila (sl. 78). 
Prelazimo radi jednostavnijeg integriranja na parametarsku jednadžbu zadane kružnice: 


darko 0St<2r 
a) Obujam : 
Računamo prema (92): 
ž=—rsint 
i obilazeći kružnicu u negativnom smislu [vidi točku I. d) 
ovog paragrafa] dobijemo: a 


0 
V-—x [(rsint+ o*rsintdr = 
2n 


2x 
= mr / (rtsin'e + 2rq sint + q"sin 0) dt = 
0 


2m 2x 


2 
= AGE ICEZ ZIKO ICEZJE TE) = 
0 o 0 


0+ 24(2—"5 


2n 
= (vidi str. 182) = nr ) + o| =nreIlrq- mm=2n"ra 
0 


Kontrola po Guldinu (95): 
V=S-:2nyj=mr+2Inq=2nira 


b) Površina 

Računamo prema (94): 
x= —rsint 
y=  rcost 


Zn 
S = 2 | (rsine + q) Vržsinčt + r'cosši dr = 
1) 


2m 2n 2= 
-2nr f(rsint+ dt - 2nr|r | sin rar > af a] = 
0 0 


=2nr(0+q-2n) =4mrq 
Kontrola po Guldinu (96): 


S=5s*:2ny =2rn: Ing = 4nžra 


b 
2. Odredi po Guldinu koordinate težišta površine lika, 
sai koji je omeđen parabolom y* = 2px od x =0 do 
od x=aiosi X (sl 79). 
“4 


K Računamo prema (95a): 


+ xž=2pX 


Saki 
Sl. 79. S ZRS 
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Prema (91): 
a a 
| 2? 
V, = n [ 2pxdx=2np 5) = zašp 
0 dt 


Prema (75) 


&= ža, gdje je b= V2ap = ordinata parabole za x=a, 


pa prema (95a) imamo: 


=F*oP. 
iša 2_. #4 
2z.—ab 
3 
Jl 
Iz b = \2ap slijedi, da je šao pa je 
3 
x*=7? 


Da odredimo x , rotiramo parabolu oko osi Y. Na taj način dobijemo volumen V, tijela nastalog 
rotacijom lika S, (vidi sl. 79), a kako tražimo volumen tijela nastalog rotacijom lika S, oko osi Y, 
odredit ćemo taj volumen V, tako, da V, oduzmemo od volumena V valjka polumjera a i visine b, 
t. j. od 

V= za?tb 


2 
Iz y* = 2p x slijedi x = s. pa prema (91a) imamo: 


2p 
€ 4 5 š b% 
— So o PERADI E 
GLE dpi 5| 20p* 
9 0 
b? 
Uvrštenje p = pm daje: 
m b* na'b 
Go ga 
Da 
Ž 
V,=V—V, = na'b—75 adi 
Prema (95a): 
— na?b 
"mi -— 2 = 3. 
» 2 32 


Iste rezultate smo dobili prije u primjeru 2. na str. 197. 


Odredi pomoću Guldinova pravila volumen rotacionih tjelesa navedenih u primjerima 
točke c) ovog $, uzevši koordinate ravnih likova iz pređašnjih primjera. 
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€) Težište i momenti tromosti homogenog rotacionog tijela 


Težište i momenti tromosti tjelesa računaju se pomoću trostrukih integrala. 
Međutim, ako je tijelo rotaciono i homogeno, mnogo jednostavnije dolazimo do 
tih veličina pomoću običnih određenih integrala. 


1. Težište 
Znamo iz mehanike: ako imamo sustav od x» međusobno nevezanih mate- 


rijalnih točaka masa m,, 12,..., m,» kojim su koordinate (x,,y1 21)2 (Ko Yo Za)... 
(X Ym Zn). tada koordinate težišta toga sustava glase: 


šžm..x, 
ma, Fa, Fi FRA it“ “ 
No Ez Zardan ZEI2 2 ERE E ET n 
m o+m, +. +m, *m, 
i=1 
slično: 
n n 
= MY = M2, 
i= i= 
MA aa. emo 
žm, žm, 


U brojnicima je, kako vidimo, suma umnožaka mase točke s njenom koordi- 
natom, a u nazivnicima je cjelokupna masa sviju točaka. 

Pretpostavimo li, da tih točaka ima beskonačno mnogo i da one čine u svojoj 
cjelokupnosti neko tijelo, pri čemu je dm masa svake točke, t. j. masa elementa 
tijela, tada koordinate težišta toga tijela primaju prema gornjim formulama oblik: 


J xdm [ydm Jzdm 


scena A" m? sus (a) 
V V \v 


pri čemu je svaki integral uzet po volumenu V tijela. 
U drugu ruku znamo, da je: 


stoća homogenog tijela p = —p=>*_ = 2 = konstanta 
g" genog Mea P “solumen Vo : 
Odatle je: 
masa tijela m = p:V = gustoća puta volumen, 
a masa elementa tijela dm = p:dV. 


Uvrstimo li dm = pdV u formule (a) i uzmemo li u obzir, da je / dV=V= 
= volumen tijela, dobijemo 


15 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 225 


ko hac 
: e+V V 
(b) 
ydV zdV 
pe 
= Zak a, = V 


Primijenimo formule (b) za rotaciono tijelo, pri čemu uzmemo u obzir: 


1) da je težište rotacionog tijela uvijek leži na osi rotacije, dakle na osi XX, 
ako je os .X os rotacije, odnosno na osi Y, ako je os Y os rotacije. Prema tome 
za rotaciono tijelo imamo računati samo jednu koordinatu težišta, t. j. x,, odnosno 
Yp» jer su druge koordinate nula. 


2) da je prema (91) i (91a) volumen rotacionog tijela: 
b d 
vV= m f y*dx (rotacija oko osi X), odnosno V = = / x*dy 


(rotacija oko osi Y), i da je prema tome: 
dV = ny'dx, odnosno dV = zx*dy. 


Uvrštenje u (b) daje: 
b b b 
=/ xy?dx J xytdx J xU(e)Vdx 
=——> = >= > —— (97) 
= / ytdx [ tdx [ U()dx 


% 


apscisa težišta tijela nastalog rotacijom krivulje y = f(x) oko osi X. 


d đ 
Jyxtdy [ vl0(y)dy 


hn=——— = —— (97a) 


d 
f dy [ [o(y)Fdy 


€ 
ordinata težišta tijela nastalog rotacijom krivulje x = g(y) oko osi Y. 
Primjer 
Parabola y = x? rotira 


a) oko osi X odx=0dox=3 
b) oko osi Y u pripadnom intervalu. 


Odredi za oba slučaja koordinate težišta paraboloida i nariši sliku dvaju paraboloida, 
a) Rotacija oko osi X odx=0dox=3 
»v=x=j1(x) 
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Prema (97): 


= 2 visine računajući od vrha paraboloida ili + visine od osnovke, 


»mn=0 
ži =0 


b) Rotacija oko osi Yody =0doy =9,jerjepremay =xzax=0y=0azax=3y=9. 


x=Vy=90) 
Prema (973): 
9 
g 9 
[> » Š 
KD i KRG 2 2 Žž: m 
W= zno ian računajući od vrha 
hk vo 12 i 9 ili =: visine od osnovke, 
0 
Xar= 
zi = 0 


Primjedba. Ako su donje granice integrala, koji su u brojniku i nazivniku, 
različite od nule, ne smije se kratiti rezultate integriranja tih integrala, već treba 
granice integracije posebno uvrštavati u rezultat integriranja brojnika i posebno 
u rezultat integriranja nazivnika. 


Izračunaj koordinate težišta paraboloida, koji su nastali rotacijom oko osi simetrije 
a) parabole zadane točkama V(—3,0), A(0,2)iB8(0,—>2)odx=—3dox=2; 


u A: , sa ] 

[» =5(+3); T(3 90) 

b) parabole zadane točkama V(0,3), A(2,6) iB(—2,6)0dy =3doy = 6. 
[*-350—9: 70,50] 


Izračunaj koordinate težišta stošca, koji je nastao rotacijom oko osi Y pravca = + gi= 1; 


bo visina 
Nana 4 ) 


2. Momenti tromosti 


U točki 3. ovog paragrafa postavili smo izraze za aksijalne momente tromosti I, 
i 1,, a također za polarne i planarne momente 1, i 1,, nekog tijela: 


1 = [yam L= fetam I,= frdm; Iy= f hd 
V 


v 4 V 
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Malo prije smo pokazali, da je masa elementa tijela dm = p-dV, gdje je p 
gustoća tijela, a dV volumen njegova elementa, pa gornje formule primaju oblik: 


L =e [ y'dV; I =e [xdV; I,=e [rdV; Ig =efimdV (98) 
V v V 4 


Ako je tijelo rotaciono i homogeno, možemo u mnogim slučajevima izračunati 
prema tim formulama momente tromosti pomoću običnih određenih integrala. 


Primjeri 


1. Izračunaj planarni moment tromosti rotacionog stošca visine h, polumjera 
osnovke R i gustoće o obzirom na njegovu osnovku (sl. 80). 


Stožac nastaje rotacijom oko osi X pravca 
BV do = —?) 
R + jA I, odnosno x R( 5 
pa prema (91a) volumen elementa stošca glasi: 
2 
dV = ratdy=7R( —$) dy 


Prema (98) imamo, uzevši u obzir, da je za element 
h=9: 


l zip Ba 1 y* | 
3 __ =Tt ri: ve sdd = 
PT ) ZLE IZ#7TE5| 
0 
kB 
5-2+3) Ka 
zač AKTE o 
= mai a moj 
\ 
gdje je M = masa stošca = gustoća o puta volu- 
nR*h 
men ——. 


3 

2. Odredi moment tromosti valjka visine h, po- 
lumjera osnovke R i gustoće p obzirom na os valjka 
(sl. 81). 

Element valjka uzmemo u obliku cijevi (lupine) 
debljine dr u udaljenosti r od osi valjka. Prerežemo 
li tu cijev po jednoj izvodnici pa je razgrnemo, do- 
bit ćemo pravokutni paralelepiped duljine 2mr, de- 
bljine dr i visine A, pa je: 


dV =2mr dr.h 
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Prema (98) imamo: 


R R AR l 
' =e[r2nr:dr:h = 2mph [ r'dr = 2nph|7| = irphR= 
D) 0 0 


4 2 . ma 2 
= "kh R =35MR 


gdje je M = masa valjka = gustoća p puta volumen rz R'h. 
Znajući izraz za moment tromosti valjka 
e&bzirom na os rotacije 


MR: (99) 


gdje je M masa valjka a R polumjer njegove 
osnovke, možemo postaviti opću formulu za 
momente tromosti bilo kojeg rotacionog tijela 
obzirom na os rotacije, jer element rotacionog 
tijela možemo smatrati valjkom, kojemu je os 
es rotacije, visina dx, odnosno dy, a polumjer 
esnovke y = f(x), odnosno x = p(y). 


SI. 82. 


a) Tijelo je nastalo rotacijom krivulje y = f(x) oko osi .X (sl. 82). Masa ele- 
menta tijela 


dm =p-dV = prema (91) = p -rzytdx = p-m[f(x)]*dx 
Prema (99) dobijemo moment tromosti za element tijela 


I 1 1 
= - e == 2 e = - 4 
dl, 2 dm +y zPTI dx)? 3 Pry dx 


a za čitavo tijelo integriramo od a do b: 
b b 
h= gor |ydx= zen [U()I-dx (100) 
a đ 
b) Tijelo je nastalo rotacijom oko osi Y krivulje x = e(y). 
Na slični način dobijemo: 
d d 
IL = ETLIETI = ze" / [g (»)]'dy (100a) 
[3 Ca 
Primjeri 
1. Odredi momente tromosti paraboloida gustoće p nastalih rotacijom parabole y? = 2px 


a) oko osi X odx=0do x =a, 
b) oko osi Yody =0doy => 


(vidi sl. 71 i 79). 
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:a) Rotacija oko osi X: 


»=2px=[/(x)] 


Računamo prema (100): 


e a 
lx = zo: [4peax = 2p np? š| -jerpe = 
o 0 


gdje je M = masa paraboloida == gustoća p puta volumen rpa? (vidi primjer 2 na str. 224) 
b) Rotacija oko osi Y: 


SEE 
s=s7ro 
Prema (1004): 
l 2 8 9 b* 
Sea PASS Lo [0-48] [PES 
b z"" ipo £13 NE 


sort  Sombć 5 mbi 65. 5B 


5:288p' 72-200 72 208%. pi 12 pi 


sa g ž za * načb 
gdje je M = masa paraboloida = gustoća o puta volumen Po koji se dobije iz < 
: = 


a= > (vidi primjer 2 na str. 224). 


uvrštenjem 


2. Odredi moment tromosti rotacionog stošca visine A4, polumjera osnovke R i gustoće 
p obzirom na os stošca. 


Prema slici 80 i primjeru | na str. 228 imamo: 


*= R(i—5) 


Uvrštenje u (1003) daje: 


Uz supstituciju 1 — S = z dobijemo: 


sik 
' I [4(u—3) 
mre mo = = 
je ok STR KokI TE MRA go z 
= oR 1) Tr daš TA 3 .R 03MR 
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3. Odredi moment tromosti kugle polumjera R i gustoće p obzirom na bilo koji promjer 
kugle kao os rotacije. 


Rotiramo gornju polovinu kružnice y = + VR'= x? oko osi .X. 


Prema (100) imamo: 


' +R , +R 
1 

= — 2_1y2)2 = -— AE“ S, . 

Ix ren /(R x)? dx zPriR'x 2R okote“ 

—R —R 


8 


= 2 
15 5 


oprnR*= 5 nR*.R'=64MR? 


4. Odredi polarni moment kugle polumjera R i gustoće p obzirom na središte kugle. 


Zamislimo element kugle u obliku lupine debljine dr u udaljenosti r od središta kugle. 
Volumen tog elementa dV == površina puta debljina = 4r% m + dr. 


Uvrštenje u (98) daje: 


R R 
4 


|| s " 
Ip=e [ r%-4rčndr = 4n9 | = toka z «pGR'm R* = O6MR* 
0 0 


JELI 


Izračunaj 


1. Moment tromosti prikraćenog stošca, koji je nastao rotacijom oko osi Y pravca 4x + 3y— 
—20=00dy =0 do y = 4 i to obzirom na os rotacije. 


2062 h R—R* 3 R% — R IA 3 
[b-"5 en=ep TO . RE = RS, = gdjejeh=4,R, =5iR,= 2| 


2. Moment tromosti kuglina odsječka (kapice) nastalog rotacijom oko osi .X luka kružnice 
xD +y*=Rfodx=R—h do x = R i to obzirom na os rotacije. 


20R*— 15Rh + —| 


mh s < 
[1x 255 (208 —15Rh + 3h*) = 0,1Mh ZRAK 


S 8. Nepravi integrali 


Dosada smo pri računanju određenih integrala pretpostavljali, da su granice 
integracije konačne i da je podintegralna funkcija u intervalu integracije nepre- 
kinuta. Ako jedna od tih pretpostavaka nije ispunjena, imamo t. zv. nepravi 
integral, koji se računa tako, da se shvati kao granična vrijednost (limes) pravog 


integrala. 

Ako je taj limes konačan određen broj, kaže se, da nepravi integral konver- 
gira i za njegovu vrijednost uzima se vrijednost tog limesa. 

Pokaže li račun, da takav limes ne postoji, tada ne postoji ni integral, pa se 
kaže, da nepravi integral divergira. 

Promotrimo posebno pojedine slučajeve nepravih integrala. 
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Gornja ili donja, odnosno obje granice integracije su beskonačne. 


U tom slučaju neprave integrale definiramo ovako: 
/ f(x) dx = lim d f(x) dx 
b b 
$ f(x) dx = lim 1 f(x) dx 


[ro dx = lim [1e dx + lim > [109 dx 


(c je bilo koja točka intervala integracije) 


naravno uz uvjet, da ti limesi postoje. 


Primjeri 
x 
l 1 
I = lim = lim|——| = lim (-2+1)-4 
x—+o x X : x->.o X = 
I 
0 0 
Ž: fea = lim e*dx = lim el lim U-P=I 
x-+—o x-+—o| x-—.+—o 
—o 
+e 0 x 
dx A dx dx 
. = 1 —_ i rd 
2 [ra im iŠa+ m [1 
—o x 0 
0 x 
= lim |arctgx| + lim |arctgx 
x-+— x-++% 
x 0 
» a T mn 
= lim (0—arctgx) + lim (arctgx —0) = —(-3) +—==rm 
X-+—B x->+o% 2 2 za 
LJ E3 
4. = lim * lim |Inx| =lim(Inx—0) = lim(iInx) = oo 
X x.o X x-+o x—+.o x—o 
1 1 
Integral nema smisla (đdivergira). 
x X 
3 jere lim [ sinxdx = lim |—cosx = lim(—cosx + 1) 
ao x—.| : x-—+o 


Kad x —+ o, cos X oscilira bez kraja i konca između — 1i 
limesu, granične vrijednosti dakle nema, pa nema ni integrala (integral divergira), 
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+ 1i ne teži nikakvom određenom 


2. Podintegralna funkcija f(x) je prekinuta u nutrini, odnosno na krajevima 


intervala integracije. 
U tom slučaju neprave integrale definiramo kako slijedi, naravno uz uvjet, 


da dolje navedeni limesi postoje. 
a)f(x)—>oo, kad x-=+c, gdjejea<c<b. 


c+t 


b c—t b 
[fed — lim [10)dx + lim [10 dx 
Š t—>0 ž £—>0 
b) f(x) +oo, kad x>a +0, t. j. x teži donjoj granici integracije s desna. 
b + 
[1G)dx — lim [16 dx 
2 x-+a+0 s 
c) f(x) +00, kad x>+b—0, t. j. x teži gornjoj granici integracije s lijeva. 


b x 
f f(x)dx = lim J1() dx 
fi x-+b—0 S. 


Primjeri 


Iz slike 83 vidimo, da funkcija Br kad x-—+0 s desna i slijeva. 


Važ 
+1 0—e 1 
2 2 
š= - lim [jace im | xa 
c— t> 
a —1 0+e, 
3 š 
= lim|“>|+lim|“>|= 
c+0| 1 £1—>+0 JE 
3 3 
—I £, 
3 
= [ lim ( —_e— '=) + lim 
£—>+0 te4t— 
+1 
dx 
=? 
3 ru 


Funkcija a ima oblik sličan obliku funkcije » jer je također pozitivna 1 teži u beskonačnost 


Ve 


kad x —+0, ali: 
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< = lim & + lim 


—= = lim 
Ee 


£-+0 


zla *m|-+|- 


Integral nema smisla. 


Pretpostavimo, da si nismo dali truda da predočimo tok funkcije 4 za x od —1 do +1, pa smo 
jednostavno integrirali: 


tI +1 


[Z-l-+l--i-i-—2 
X < 


i - 


Dobili smo očito apsurdan rezultat, jer je funkcija Zi pozitivna. 


Iz toga vidimo, od kolike je važnosti analizirati prije integriranja tok funkcije u intervalu integracije 


1 
3. fJimnxax=? 
0 


Kako Inx -+ — 09, kad x —+ + 0, prelazimo na limes: 
1 


In x dx = vidi primjer na str. 76 = 
x-++0 
X 


Jmrax= lim 
0 


"=lm |xhx—xi=—1— lim (xlnx—x) = 
x-—>+0 x-++0 
X 
=—1|—lim(xilnx) +limx=—1!1—lim (x -:Inx) 
x-++0 x-++0 x-—>+0 
Taj limes računamo po L'Hospital-ovu pravilu (Dio I. $ 15): 
i 
i ia ie PŽ jja. mo iro t 
x-»+0 x--+0 Bu x>+0_ 1 x—++0 > 
x x* 
Prema tome 
LI 
/ Ihnxdx=—1 
0 
1 x x 
dx dx : : 
4. = lim - = lim arcsin x | = 
| 1—x2 x—>+i—0 Vi— 2? x—+1—0 
0 0 0 


= lim arc sinx =arcsin1l = 
x=+1—0 


[la 
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x 


2sin x ; *"[-Žsinx gd o 
5. 3. dx = lim ——;— dx = (uz supstituciju cosx = 1) = 
Cos? x = cos? x 
o 2. 0 
: 1 l 
= lim g = lim s I|)=oo 
s cos 2 C03? x — 
Z- No 


Integral ne postoji (divergira). 


& 9. Određivanje približne vrijednosti određenog integrala 
1. Numerička integracija (kvadratura) 


Pod numeričkom integracijom razumije se izračunavanje približne numeričke 
vrijednosti određenog integrala, t. j. površine. 

Čest je slučaj, da vrijednost određenog integrala ne možemo izračunati i to 
s razloga, što pripadni neodredeni integral ne možemo izraziti pomoću neke jedno- 
stavne funkcije ili nije poznata jednadžba krivulje, koja omeđuje traženu površinu, 
jer su mjerenjem određene samo pojedine točke te krivulje. U tim slučajevima 
služimo se numcričkom integracijom, da barem približno izračunamo vrijednost 
određenog integrala. 

Postoji više metoda numeričke kvadrature. 


a) Metoda pravokutnika nutarnjih i vanjskih 


Ta metoda sastoji se u tome, da se interval integracije [a, b] podijeli u n jedna- 


kih dijelova duljine h = dom > u svim diobenim točkama povuku se ordinate 


krivulje pa se konstruiraju nutarnji, odnosno vanjski pravokutnici, kako je to poka- 
zano na sl. 84 (nutarnji pravokutnici imaju za visinu manju, a vanjski - veću krajnju 
ordinatu krivulje dotičnog dijela intervala). 


SI. 84. 


Površinu S omeđenu lukom AB krivulje y = f(x), odreskom osi X od a do b 
i ordinatama krivulje u tim krajnjim točkama intervala aproksimirano zbrojem 
površina nutarnjih pravokutnika: 
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b 
5= f(x) dx==h[f(a) +f(a+h)+f(a+2h) +... +f(0—h)] (101) 


ili zbrojem površina vanjskih pravokutnika: 
S=h[f(a+h)+f(a+2h) +... +f(6—h) +1 (6)) (101a) 


=. (n = broj pravokutnika). 


gdje je h= ? 


Jasno je, da s povećanjem broja x pravokutnika povećava se i točnost površine 
izračunate po toj metodi. 


b) Metoda trapeza 


Kako se vidi iz slike 84, mjesto pravokutnika konstruiramo po toj metodi 
trapeze tako, da vučemo tetive AC, CD, DE i t. d., pa površinu S aproksimiramo 
zbrojem površina tih trapeza. Pošto je površina trapeza jednaka umnošku visine 
trapeza (h) i poluzbroja osnovaka dobijemo: 


b 
S [ Jag axan[ E EZEM EN ATE 


aje Po EKE) Gone a La) 


ili 


b 
sax | 20340) +f(a+h)+f(a+2h) +... +1(06—W] kle) 


ks (n = broj trapeza). 


gdjeje h = 


Uzmemo li aritmetičku sredinu iz formula (101) i (101a), dobit ćemo trapeznu 
formulu (102), a to se jasno vidi iz sl. 84. 


c) Metoda tangenata 
Opet podijelimo interval [a, b] u n jednakih dijelova duljine h = de 4 svaki 


tako dobiveni djelić intervala raspolovimo i u svim diobenim točkama povučemo 
ordinate zadane krivulje f(x). 
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Iza toga konstruiramo u srednjim točkama svakog djelića intervala [a, b] tan- 
gente na krivulju, kako je to prikazano na slici 85. Na taj način dobijemo n trapeza 
visine ž pa površinu S između krivulje i osi .X aproksimiramo zbrojem površina 
tih trapeza, pri čemu površinu svakog pojedinog trapeza računamo po formuli: 
visina puta srednica. ć 


S dx==h ž Šk +2k + [o—Ž 
= [16 x=h|f(a+75)]+f(4+35h) +f(4+54)] +. —3 


rasi 


gdjeje h = : (n = broj trapeza). 


d) Simpsonova formula 


To je najvažnija i najtočnija od jednostavnijih metoda numeričke kvadrature, 


Da izvedemo Simpsonovu formulu, moramo najprije upoznati Cavalieri- 
Gregory-evu formulu, koja daje točnu vrijednost površine između parabole 
y = Ax" + Bx +C i osi X (sl. 86). 


b 
s=/f (Ax* + Bx + C) dx = 


b 
| 
daa desa: f—oja 


+2 (b'—a") +C(b—a) = 


->5 [24 (b'+ba+a) +3B (0 +4) +60] 


2317 


Izraz, koji smo dobili za površinu S, možemo transformirati u oblik: 


=? z o lraat+ Ba +C] +4 [AZ ples ac] + 


6 
+144 Bb + C1| 


Uvrstimo li u y = Ax* + Bx + C redom x =a, x = — ix =, dobit 


ćemo izraze, koji se nalaze u uglatim zagradama gornje formule za S, pa Cavalieri- 
Gregoryeva formula glasi: 


b—a a+b 
ča E (a) +4 (2) +4 ce) | (103) 


To znači: površina izmedu luka parabole, kojoj je os simetrije okomita na 
duljini intervala 
6 

+ 4 srednje -- krajnja ordinata]. Vidi sl. 86. 


Os X, i osi X točno je jednaka puta [početna ordinata parabole 


Iz Cavalieri-Gregoryeve formule možemo lako izvesti formulu (75) S = S bh 


za površinu parabole, jer je za parabolu, kojoj je vrh u točki (0, h) a nultočke 


RE i + : »y(a) = 0; y (6) - 0 (527) =hib—a=b. 


2 


Uvrštenje daje: 


b 2 


- 4h =75h 


Primijetimo još, da Cavalieri-Gregoryeva formula daje točnu vrijednost povr- 
šine i za kubnu parabolu y = a,x* > a,x* — a,x + ae, dok za parabole viših ste- 
pena — samo približnu. 

Primjeri 


1. Izračunaj površinu između luka parabole y = x*—3x—10i0si X odx=—]dox=3 


a=—l; y(a)]=1+3—10 =—6; 
a+ —1+3 ' a+b 
oi šo Ž ) 1—3—10=—12 


b=3; y(b) =9—9—10=—10 


2 2 128 2 
S=35(—6—4-:12—10=—3:64=—35-=—423 
Proba: - 
a s 3 * za ga 2 
Jari Prva mie ist — == bia di 8 
JG'—3x—iWd=|5—Zžat—0x|=9—5—390+ y+7—10=—423 
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i2. Istozay= —x5+7x2+22x+40 od x=—3 do x=1| 


a=—3; y(a)=27+63—66 + 40 = 64 
a+b —3+1 . a4+b 
; -=E---no(E)-1+7—2+40=26 
b=1; »y(b)= —1+7+22 +40 = 68 
b—a_1+3_2 
6 41 5 


472 _ 


Proba: 
1 


J-» + 7x2 +22 x + 40) dx = 
=. 
Kad 7 / l 7 81 
—T+tys+1a+40xl =—g+3+114+40+7+6— 


"a ko maa 
— 


— 99 + 120. = 1571. 


Prelazimo na izvod Simpsonove formule (sl. 87). 

Na početku postupamo na isti način kao kod izvoda tangentne formule: 
Interval [a, b] podijelimo u » jednakih dijelova duljine / =2—*, svaki djelić 
intervala raspolovimo i u svim tim točkama povučemo ordinate. Na taj način dobi- 
jemo u svakom djeliću intervala po tri točke na krivulji, kroz koje zamislimo da 
prolaze parabole (parabola, kojoj je os simetrije okomita na os X, jednoznačno je 
odredena s tri točke, vidi teorem identičnosti polinoma, Dio I. $ 4, 1). 

 Traženu površinu S omeđenu lukom AB zadane krivulje y = f(x) i odreskom 
osi X od x = a do x = b aproksimiramo zbrojem površina tih parabola, pri čemu 
te površine računamo po Cavalieri-Gregoryevoj formuli (103). 
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Prema slici 87 imamo: 


s [19 de 5 |1(a) +41 (a + 2) +/la +W] + 


+5 [/(a+W +47(a+2h) +1(a +2] + 


+5 [P6—y +47(6—2) +7(0] 


Uočimo li, da prva i posljednja ordinata krivulje dolaze samo jedamput, da 
ordinate f(a + h), f(a +2h),... po dva puta, jer se uzimaju kao krajnja, a zatim 
kao početna ordinata dviju susjednih parabola, i da su sve srednje ordinate para- 
bola množene s 4, dobijemo Simpsonovu formulu u konačnom obliku: 


S 3.[ (a) +1(0) +21 (a+h) +f(a+2H) +1(0+3W) + LE 


+1e—w+4[1(e+7) +1(e+3") +fla+24)+ 


+/(e—2)]| (104) 


. <. 
gdje je h=——“ (u = broj parabola). 


Zanimljiva je činjenica, da je Simpsonova formula kombinacija trapezne i 
tangentne formule: ako uzmemo jednu trećinu zbroja trapezne formule i udvo- 
stručene tangentne formule, dobit ćemo Simpsonovu formulu, t. j. 


Simpsonova formula = -z (trapezna formula -+- 2 tangentne formule). = (a) 


Izvedi to! 
Primjer 
Odredi po svim metodama numeričke kvadrature površinu kvadranta kruga polumjera 


r = 8cm podijelivši interval u četiri jednaka dijela, i izračunaj za svaku metodu procentualnu 
pogrešku dobivenog rezultata (sl. 88). 


Računamo pomoću logaritamskog računala: 


y=V64—x? 


8 
= . 82 
s |V 64 — x*dx = k.. 16 m == 50,27 cem? 


die 0 
a=0 b=8; h===- ==? 
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1) Metoda pravokutnika 


a) nutarnjih: 


f(a) 
(+4) 
fJ(a+h) 


1(e+24) 


f(a+2h) 


= /(0) = V64 = 8,00 
= /(1) = V63 = 7,94 


= /(2) = V60 = 7,75 
=/(3) = V55 = 7,42 
= [(4) = V48 = 6,93 


f(a+25u)-19)-V35 = 624 


2 
/(6—h) 


(2) 


1(6) 


=/(6) =V28 = 5,29 
=/f(7) = V15 = 3,87 
= f(8) = VO = 0,00 


S 2 2(7,75 + 6,93 + 5,29 + 0,00) = 39,94 cm? 


AS 9, _ 5027—39,94 1033 ? 
goa ana man 
b) vanjskih: 
S & 2(8,00 + 7,75 + 6,93 + 5,29) = 55,94 em? 
BS. BSE S02T  — 167 
a me us“ Mraz i 
2) Metoda trapeza 
S22 (“= +115 + 6,93 + 529) - 47,94 cm? 
Proba: 
mne 559 podao 
AS. 50,27 — 47,94 233, 
“9% =—Z7 dodir koda ć 


3) Metoda tangenata 


AS 


S 


4) Simpsonova formula: 


* 100% = 


50,94 — 50,27 , 
50,27 


100% = 2 


50,27 


S ==2(7,94 + 7,42 + 6,24 + 3,87) = 50,94 cm? 


%o= 13% 


= 18,00 + 0,00 + 2(7,75 + 6,93 + 5,29) + 4( 7,94 + 7,42 + 6,24 + 3,87)) == 49,94 cm? 


16 B. Apsen: Repetitorij više matematike TI dio 
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Proba prema (a): 
(47,94 + 2 + 50,94) = 49,94 em 


os : 9 50,27 — 49,94 q o 33 
S HN 50,27 100% 50,27 


Iz gornjih rezultata vidimo,,da je točnost svake slijedeće metode veća od pređašnje. 


% = 0,66% 


2. Grafička integracija 


Ako je funkcija zadana svojim grafom, površina između te krivulje i osi X 
odreduju se grafičkim putem. Grafička integracija temelji se na grafičkom odredi- 
vanju vrijednosti površine S između osi X i pravca y = c, koji je usporedan s osi .X. 
To se određivanje vrši tako, da se konstruira dužina, koja ima toliko linearnih 
jedinica, koliko kvadratnih jedinica ima površina S (sl. 89). 

Analitičko rješenje: 


' 17 
(o 
S [ya fec-a-e]e|-a—u (a) 


S = cx —ac predočuje pravac gradijenta c i odsječka — ac na osi Y. Ta je 
integralni pravac, jer svaka ordinata (BF) toga pravca sadrži toliko linearnih 
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jedinica, koliko kvadratnih jedinica ima površina pravokutnika između pravca 
y=ciosi X ito od x = a do dotične ordinate (površ. pravokutnika ABDE). 


Na slici 89 BF = S, = 6 cm, a površ. ABDE = 6 cm?. 
Grafičko rješenje 


Zadatak se sastoji u tome, da se grafičkim putem dobije taj integralni pravac. 
Postupak: Na negativni dio osi X nanese se dužina OP = i, pa se točka P 
spoji s točkom G, u kojoj pravac y =c siječe os Y. U točki A apscise a povuče se 
pravac AF usporedan s PG (sl. 89). 
Tvrdimo, da je taj pravac AF integralni pravac, t. j. njegova jednadžba glasi: 
S =cx—ac 


Dokaz: Iz slike 89 slijedi, da je gradijent pravca AF 


ga = Moj poka [a] 
DPI o 
a iz sličnosti pravokutnih trokuta AOH i GOP imamo: 
OH.a=čes 


pa je odsječak na osi Y 


Sl. 90. 


Znajući odrediti grafičkim putem površinu pravokutnika, t. j. površinu iz- 
među osi X i pravca usporednog s osi X, lako možemo odrediti i površinu između 
osi X i poligona, kojemu su stranice usporedne s osi X i osi Y. 

Kako se vidi iz slike 90, površina između poligona ABCDEF i osi X raspada 
se u tri pravokutnika, čiju površinu određujemo na gore opisani način. Međutim, 
da neposredno dobijemo ordinatu GM, koja daje vrijednost S čitave površine 
mnogokuta ABCDEFGOA, svaki slijedeći integralni pravac, čija krajnja ordi- 
nata daje vrijednost površine predašnjeg pravokutnika, naslanjamo na kraj pre- 
đašnjeg integralnog pravca. 
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Na taj način dobijemo integralni poligon OKLM, čija je krajnja ordinata: 


GM sE. Yi E: S bh S“ sa g 


O jedinicama 


Vrlo je rijedak slučaj, da se mogu uzeti jednake jedinice j, i j, na osima X 
i Yi ista jedinica OP = p, kako je to bilo provedeno na slici 89. Praktički smo 
uvijek prisiljeni, da za jedinicu OP = p uzmemo veću dužinu, da integralni poligon 
bude položit i ne izađe iz okvira slike. U tom slučaju nastaje pitanje, u kojoj jedi- 
nici j, ćemo mjeriti krajnju ordinatu integralnog poligona i koliko zmm*, odnosno 
cm" iznosi zadana površina S. 

Kako je: 

jemm i, mm =1,:1, mm“ 

bir će 
i= 5 mm — linearna jedinica za mjerenje konačne ordinate GM = S, inte- 


gralnog poligona, pa tražena površina S sadrži: 


Si 6: snu E ai 

2 _ UP kvadratnih jedinica js 

JI Ix *Jy 
Prema tome pomnožimo li broj kvadratnih jedinica ši Na našom kvadratnom 
ly 


jedinicom j,:j,, dobit ćemo vrijednost tražene površine S: 
S =5S,.p 


i to u mm? ili cm* već prema tome, da li smo 5,i p mjerili u zm ili cm. 

Za naš primjer prikazan na sl. 90 dobijemo: 

p=2,5 cm; S,=96 cm 
S=5,:p=9,6 cm + 2,5 cm = 24,0 cm? 

Kako vidimo, pri izračunavanju vrijednosti površine S i krajnje ordinate 
integralnog poligona jedinice na osima X i Y nemaju nikakvog značenja naravne 
uz uvjet, da su nanesene u mjerilu 1:1. 

Međutim, ako je jedinica na osi X nanesena u umanjenom mjerilu 1:7, 
a na osi Y u mjerilu 1 :», tada je: 

S=S'p'me.n 


Ako je na pr. u našoj slici 90 jedinica ;, nanesena u mjerilu 1 : 100 (1 cm = 
=1|1m)h,aj, u mjerilu 1:10 (1 em = 1 dm), tada je 


S = 9,6 + 2,5 + 100 + 10 = 24 000 cm? = 2,4 m" 
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Sada možemo lako odrediti grafičkim putem vrijednost: 
b 
f f(x)dx, t.j. vrijednost površine omeđene krivuljom f (x) i osi X od x = a do 
a 


x*=#. 
p=3com  Sr=62cm 
S = St: p = 18,6 cm? (mjerilo 1:1 za jx i jy). 
S = 18,6 + 1000 + 100 = 186 m? (mjerilo 1 : 1000 za x i 1 :100 za jy). 


SI. 91. 


Zadatak se svodi na predašnji i to tako, da se ta površina aproksimira povr- 
šinom izmedu osi .X i poligona, kojemu su stranice usporedne s osi X i osi Y 
(sl. 91). 

U tu svrhu rišemo najprije tangente na krivulju u točkama ekstrema, a zatim 
konstruiramo stepenice poligona, pri čemu pazimo, da bi oduzeta površina bila 
jednaka dodatoj, t. j. da bude: 


površ. | = površ. 1“ 
površ. 2 = površ. X 
LE 


Vršimo li grafičku integraciju na milimetarskom papiru, možemo to izjedna- 
čenje oduzetih i dodatih površina provesti s velikom točnosti. 
Kad je taj stepenasti poligon narisan, određujemo na gore opisani način povr- 
šinu između tog poligona i osi X, pa dobivena vrijednost S, konačne ordinate inte- 
b 


gralnog poligona daje približnu vrijednost / f(x)dx, t. j. vrijednost površine S 
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izmedu krivulje f(x) i osi X od x =a do x =b. Uz sliku 91 naznačene su nu- 
meričke vrijednosti grafički rješenog primjera. 

Na slici 91 aproksimativni poligon narisan je s većim stepenicama radi ja- 
snoće slike. Pri praktičkoj primjeni grafičke integracije prave se uže stepenice, 
pa integralni poligon dobije mnogo kratkih stranica i prima približno oblik inte- 


AS 


2 + 100% = 


S 


. 92. 


12,6 — 12,57 
12,57 


0,03 


= 
ia dog 12,57 


gralne krivulje. 

Od mnogobrojnih pri- 
mjena grafičke integracije 
spomenimo, da se na taj 
način određuje kubatura 
zemljinih masa pri izradbi 
detaljnih projekata cesta i 
željeznica. 


Primjer 


Odredi grafičkim putem po- 
vršinu kvadranta kruga  po- 
lumjera r = 4cm i izračunaj 
procentualnu pogrešku dobive- 
nog rezultata. 


Iz slike 92 imamo: 


p=2cm  Sr= 6,3cm 
S Srp=63-2= 126m! 
- ne = 12,57 em? 


100% = 0,24% 


$ 10. Diferencijalne iednadžbe 


1. Općenito o diferencijalnim jednadžbama 


Pod diferencijalnom jednadžbom razumije se jednadžba, koja sadrži deri- 


vacije ili diferencijale. 
Na pr. 


y =c0sx 
ydy + xdx =0 
sata 


y" +4y —5Sy = 36% —x 


jesu diferencijalne jednadžbe. 
Razlikuje se red diferencijalne jednadžbe. 
Red diferencijalne jednadžbe je red najviše derivacije, koja ulazi u diferen- 


cijalnu jednadžbu. 


Od gore navedenih diferencijalnih jednadžbi prve tri su prvog reda, a po- 


sljednja — drugog reda. 
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Riješiti diferencijalnu jednadžbu znači odrediti takvu najopćenitiju relaciju 
izmedu x i y, koja identički, t. j. za svaki x, zadovoljava diferencijalnu jednadžbu. 
Kako se diferencijalna jednadžba obično rješava integriranjem, mjesto riješiti dife- 
rencijalnu jednadžbu kaže se često integrirati diferencijalnu jednadžbu i onda, 
kad se rješenje ne može naći integriranjem, a mjesto rješenje diferencijalne jednadžbe 
kaže se integral diferencijalne jednadžbe. Integracija u običnom smislu naziva se 
u teoriji diferencijalnih jednadžbi kvadraturom. 

1z navedenog slijedi, da rješenje svake diferencijalne jednadžbe može se kontro- 
lirati tako, du ga uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadžbu. 


Na pr. treba pokazati, da je 
y=snx—l +Ce-sn= (a) 


rješenje diferencijalne jednadžbe 


sin 2x 


y +ycosx = 


t2 


Deriviramo (a): 


y =c0sx —Ccos x +*e— sna 
Uvrštenje izraza za y i y' u diferencijalnu jednadžbu daje: 


COS Xx — C cosxe—snx -- sinx cosx — cosx + C cos xe—sin* = sin x * cos x = 


sin 2x š ' : e : 
= ———, a to je baš desna strana zadane diferencijalne jednadžbe. 


2 


Vidimo, da je: 
y=sinx—1+Ce-snx 


rješenje te diferencijalne jednadžbe, jer je identički zadovoljava. 
Navedimo nekoliko primjera diferencijalnih jednadžbi. 


i: g= C0sx 
ili 


dy 
dx 595» | * dx 


dy = cos x * dx 
Integriramo: 
y=|cosxdx+C 


y=snx +C 
Dobili smo opće rješenje ili opći integral zadane diferencijalne jed- 
nadžbe. 


Rješenje se zove opće, jer sadrže konstantu po volji C, a kako toj konstanti 
možemo dati bilo koju vrijednost, opće rješenje sadrži beskonačno mnogo rješenja. 
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Geometrijski predočuje opće rješenje diferencijalne jednadžbe familiju krivu- 
lja, koja ovisi o jednom parametru C, u našem slučaju — familiju sinusoida (sl. 93). 

Te se krivulje zovu integralne krivulje, jer su grafička predodžba općeg 
integrala zadane diferencijalne jednadžbe. 

Da se iz bezbroja rješenja, koja sadrži opći integral diferencijalne jednadžbe, 
izluči jedno naročito rješenje, koje odgovara uvjetima konkretnog zadatka, koji se 
rješava pomoću diferencijalne jednadžbe, ili, geometrijski shvaćeno, da se dobije 


jedna naročita krivulja familije, treba uvesti početne uvjete, a ti su za dife- 
rencijalne jednadžbe prvog reda koordinate jedne točke x =xX» Y =) 
kojom ta naročita krivulja familije ima da prođe. To naročito rješenje diferen- 
cijalne jednadžbe zove se partikularno rješenje ili partikularni integral 
diferencijalne jednadžbe. 

Prema tome opće rješenje diferencijalne jednadžbe sadrži beskonačno mnogo 
partikularnih rješenja, do kojih dolazimo uvođenjem početnih uvjeta u to opće 
rješenje. 

Uzmimo za naš primjer, da ta naročita sinusoida ima proći točkom A (5, 2). 


Uvrštenje x, = > i yo =2 u opće rješenje y =sin x + C daje: 


s TN 
2=sn->+C 


a odatle je: 
e==1 


Uvrštenje € = I u opće rješenje y = sinx + C daje parukularno rješenje 
diferencijalne jednadžbe y' = cos x za naše početne uvjete: 


y=snx +1 


(Vidi sl. 93). 

Rekli smo već, da opće rješenje y = sin x + C predočuje familiju sinusoida. 
Kako se vidi iz sl. 93, sve te sinusoide možemo dobiti translacijom, t. j. paralelnim 
pomakom jedne sinusoide uzđuž osi Y. Iz toga ne slijedi, da opće rješenje svake 
diferencijalne jednadžbe predočuje familiju krivulja, koja nastaje pomakom jedne 
krivulje familije uzduž osi Y. 
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Kako opće rješenje diferencijalne jednadžbe prvog reda “dobijemo integri- 
ranjem, a svaki neodređeni integral sadrži aditivnu konstantu C, opće rješenje 
diferencijalne jednadžbe prvog reda predočuje uvijek familiju krivulja, koja ovisi 
o jednom parametru C, ali međusobni položaj tih krivulja može biti najrazličitiji. 

Na pr. govoreći o geometrijskom značenju konstante integracije C, riješili smo 
diferencijalnu jednadžbu 


asi odnosno ydy +xdx =0 


pa smo dobili familiju koncentričnih kružnica (vidi primjer 1. na str. 81 i sl. 26). 
Primijetimo, da samo diferencijalne jednadžbe oblika y' = f(x) imaju opća 

rješenja, koja predočuju familiju krivulja nastalu translacijom jedne krivulje fami- 

lije uzduž osi Y. 

Ze == 0 


To je diferencijalna jednadžba drugog reda. 
Prvo integriranje daje 
y =C, 
jer je derivacija bilo koje konstante C jednaka nuli. 
ili 


Eo) dx 
dy =C, “dx 


Integriramo drugi put: 


y=(C,x +C,— opće rješenje zadane diferencijalne jednadžbe. 


Opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda sadrži dvije konstante 
po volji C, i C., jer se to rješenje dobije nakon dvokratnog integriranja. Prema 
tome opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda predočuje familiju kri- 
vulja, koja ovisi o dvjema parametrima C, i C,. 

U našem slučaju predočuje opće rješenje y = C,x + C, familiju svih pra- 
vaca u ravnini, jer su gradijent C, i odsječak C, na osi Y veličine po volji. 

Kako svakom točkom ravnine prolazi beskonačno mnogo pravaca, nije do- 
voljno zadati koordinate jedne točke, da se dobije jedan naročiti pravac familije, 
t. j. partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe, već je potrebno zadati i smjer, 
odnosno tangens smjera toga pravca u toj ili kojoj drugoj točki pravca. 

Općenito predočuje opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda fami- 
liju krivulja, koja ovisi o dvjema parametrima C, i C,, pa za diferencijalne jed- 
nadžbe drugog reda početni uvjeti jesu: 

1. koordinate jedne točke x = x, y = ye, kojom ta naročita krivulja ima proći, 

2. gradijent tangente, t. j. tga =y u toj ili nekoj drugoj točki krivulje. 

Pretpostavimo, da traženo partikularno rješenje za naš primjer dobijemo uz 
početne uvjete: 

l 
Ed 


' 


sa==2 Jje=—3 l vy= 


249 


Uvrštenje u y' = €, i u opce rješenje y = C,x + C, daje: 


l l : : : 
T=: == odatle je C;=—4, pa je 
v= x 
A 
partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe y"' = 0 uz gore navedene početne 
uvjete. 

Primijetimo još, da se početni uvjeti ne uzimaju po volji, kako smo to u pre- 
dašnjim primjerima učinili, već se određuju prema konkretnim uvjetima zadatka, 
koji se rješava pomoću diferencijalne jednadžbe. 

Vidi primjer 2. na str. 82 i primjere, koji dalje slijede. 


3. y" =x*— 2x + | —diferencijalna jednadžba trećeg reda. 


Prvo integriranje daje: 


3 


y'=5>—x+x+C, 


3 
a drugo: 
BM 

BA sofri 
i treće: 

a5 gi 2509 x? 

= e = —_ + 
X 60 ntgte3 hC,x +G, 


— opće rješenje, koje predočuje familiju krivulja, koja ovisi o trima parametrima 
Cu 1 €. 

Vidimo, da opće rješenje diferencijalne jednadžbe wes: reda ima tri kon- 
stante po volji C,, C, i C,, pa možemo općenito reći: 

Opće rješenje ni ajs jednadžbe n-tog reda sadrži uvijek 
n konstanata po volji C,, C., C,,...> C,,. 

Iz navedenih primjera već se saedodaie veliko značenje tih konstanata inte- 
gracije u općim rješenjima diferencijalnih jednadžbi. 

Izostaviti te konstante znači od bezbroja rješenja diferencijalne jednadžbe 
uzeti samo jedno slučajno partikularno rješenje, koje po svoj prilici ne odgovara 
uvjetima zadatka. 

“Tako na pr. izostavivši u posljednjem primjeru €,, C, i C,, dobili bismo parti- 
kularno rješenje 
x 


X 
mE 


s = "1 
izgubivši pri tom vrlo vjerojatno ono, koje se tražilo. 


Uostalom, već smo prije potanko rekli o geometrijskom i fizičkom značenju 
konstante integracije C (vidi & 5, 4). 
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Naš problem možemo okrenuti i kazati: ako je zadana jednadžba familije kri- 
vulja, koja ovisi o n parametara C,, C., C;;..., C,, pa ako tu jednadžbu redom 
n puta deriviramo pa iz zadane i tako dobivenih » jednadžbi uklonimo sve para- 
metre, dobit ćemo diferencijalnu jednadžbu »-tog reda, kojoj je zadana jednadžba 
familije opće rješenje. 

Na pr. neka je zadana jednadžba familije kružnica čvrstog polumjera R sa 
središtima na osi .X (sl. 94): 


SI. 94. 


(x—C)' +y=R' 
Deriviranje daje: 
2(x—C) +2y :y =0 
Odakle: 
s=O=—yy 


pa ako to uvrstimo u zadanu jednadžbu, dobijemo: 
yty? +y = R? 
To je diferencijalna jednadžba zadane familije kružnica. 
Ako je riješimo, dobit ćemo za opće rješenje: 
(x Fy=K 


t. j. zadanu jednadžbu familije kružnica. 
Prelazimo na promatranje pojedinih vrsti diferencijalnih jednadžbi, koje ćemo 
podijeliti slično neodređenim integralima u tipove. 


2. Diferencijalne jednadžbe prvog reda 
a) Općenito 
Opći oblik jednadžbe: 
y =f(x,y) ili implicitno F(x,y y) =0 
Opće rješenje: 
y=y(x, C) ili implicitno o(x,y C) =0 
početni uvjeti: 


koordinate jedne točke jas početni položaj. 
= 
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b) Gcometrijsko značenje diferencijalne jednadžbe prvog reda 
y =[(xy) 


Dajući x i y vrijednosti po volji, t. j. zadajući točke u ravnini (X, Y), raču- 
namo iz diferencijalne jednadžbe y' = f(x, y) za te točke pripadne vrijednosti 
derivacije y', na pr. za neku točku A(x,, y,) po volji dobijemo iz diferencijalne 
jednadžbe y', = f/(x,, yn). Drugim riječima, mi zadajemo točku u ravnini (X, Y), 
a diferencijalna jednadžba daje tangens smjera y' = tg« u toj točki, rt. j. daje ko- 
madić tangente u toj točki. Na taj način odreduje diferencijalna jednadžba prvog 
reda polje smjerova u ravnini (X, Y), jer dodjeljuje svakoj točki ravnine jedan 
smjer. 

Prema tome, riješiti diferencijalnu jednadžbu prvog reda znači geometrijski 
povući u ravnini (X, Y) familiju krivulja, koje imaju u svakoj svojoj točki smjer 
propisan diferencijalnom jednadžbom. 

Kako se pod silnicama nekog polja sila razumiju krivulje, koje u:svakoj svojoj 
točki imaju smjer sile, koja pripada toj točki, može se kazati, da su integralne kri- 
vulje silnice polja sila zadanog diferencijalnom jednadžbom. 


C) Grafičko rješavanje diferencijalnih jednadžbi 


Iz navedene interpretacije diferencijalne jednadžbe prvog reda slijedi mo- 
gućnost grafičkog rješavanja tih jednadžbi: konstruiraju se krivulje, koje u svakoj 
svojoj točki imaju tangens smjera y' izračunat iz diferencijalne jednadžbe za do- 
tičnu točku. 

Moglo bi se postupati tako, da se u ravnini (X, Y) nariše gusta mreža kvadrata, 
pa se u vrhovima tih kvadrata nanesu komadići tangenata, čiji je smjer izračunat 
iz diferencijalne jednadžbe za koordinate dotičnih vrhova. Spojimo li pripadne 
tangente u krivulje, dobit ćemo niz traženih integralnih krivulja. Medutim, mnogo 
je podesniji drugi način, koji sc sastoji u tome, da se konstruira: 

I. mreža ili familija izoklina, t. j. krivulja istih kutova. To znači, da u 
svim točkama svake pojedine izokline imaju tražene integralne krivulje isti smjer 
pa sijeku dotičnu izoklinu pod nekim stalnim kutom. 

Do tih izoklina dolazimo tako, da stavimo 


y=Jf(xy=C 
pa dajući C vrijednosti po volji rišemo pripadne izokline 
J(x s) =C 


i nanašamo u točkama tih izoklina komadiće tangenata pod kutom, koji je odre- 
den iz 
y=tgae=C 


2. Napose za 
y=C=0 


dobijemo izoklinu, koja predočuje geometrijsko mjesto ekstrema inte- 
gralnih krivulja. 


252 


3. Konačno se konstruira: 
Geometrijsko mjesto točaka inflekcije, t. j. krivulja odredena je- 
dnadžbom 


s" = 0 
Primjer, koji slijedi, jasno ilustrira taj postupak. 
Primjer 
Traži se grafičko rješenje diferencijalne jednadžbe 
=a =9 
Napisavši zadanu diferencijalnu jednadžbu u obliku 
ž # =y: 
računamo: 
1. Izokline 
Stavimo 
Yy=G 
pa dobijemo v—x=€C 
ili y=x+cC 


To su izokline traženih integralnih krivulja, koje, kako vidimo, predočuju 
u našem slučaju familiju pravaca gradijenta | i odsječka po volji C na osi Y. 
2. Zay =C =0 dobijemo geometrijsko mjesto ekstrema integralnih kri- 
vulja : 
v=x 
To Je raspolovnica prvog i trećeg kvadranta. 
3. Geometrijsko mjesto točaka infleksije: 
lz y=y—x (a) 
računamo 
y' =y i 1 
Uvrštenje (a) daje: 
y"=y—x—1 
Stavimo y“ = 0, pa dobijemo 
y=x+1 
Opažamo, da je geometrijsko mjesto točaka infleksije y =x +1 u našem 
slučaju izoklina za C = |, a takoder je i integralni pravac. 
Kako je krivulja konveksna za y“ < 0, odnosno konkavna za y“ > 0 (vidi 
Dio 1. $ 17, 3), bit će tražene integralne krivulje konveksne za 
y“ =y) mELee X SE 1 < 0 
ts: Za 
y<x+1 
a konkavne za 
y>x+1| 
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y=x+3 To znači: sve tražene in- 


' guss tegralne krivulje, koje leže iz- 

Pas nad pravca y=x+1, su 

/ y=x+05 konkavne, a one ispod tog 
1) y=x pravca su konveksne. 

y=x-05 Sada dajući C vrijedno- 

: sti po volji (0, +0.5,+1,....) 

yen rišemo, najbolje na milime- 

tarskom papiru, izokline, a 

yez-2 također geometrijska mjesta 

ekstrema i točaka infleksije i 

X nanosimo u pojedinim točka- 

y=x-3 ma tih krivulja (u našem slu- 


čaju pravaca) pripadne smje- 

rove u obliku komadića tan- 

genata. Kako je tangens omjer 

suprotne i priležeće katete, te 

"x tangente konstruiramo nepo- 

sredno iz vrijednosti tgx = €, 

tako da otpada računanje ku- 

tova i njihovo nanašanje po- 

moću kutomjera. Kad je to 

napravljeno, možemo lako 

konstruirati nekoliko traženih 

: integralnih krivulja, kako je 

SI. 95. to prikazano na slici 95. 

Vidimo uostalom, da u 

našem slučaju integralne kri- 

vulje uopće nemaju infleksija i da je geometrijsko mjesto točaka, gdje je y" =0, 

ovdje integralna krivulja (i to pravac). Zahtjev y“ = 0 dakle daje infleksije samo 
onda, kad ih stvarno ima, što je dakako samo po sebi razumljivo. 


Riješi na isti način grafičkim putem diferencijalnu jednadžbu 


. 43 


y—x+x= 


(izokline u tom su primjeru parabolje!). 


d) Tipovi diferencijalnih jednadžbi prvog reda 
Samo neznatan dio diferencijalnih jednadžbi možemo riješiti elementarno. 


Navedimo nekoliko tipova diferencijalnih jednadžbi, čija rješenja možemo izraziti 
konačnim brojem elementarnih funkcija. 


Tip £ 
Promjenljive x i y su separirane (odjeljene), odnosno daju se separirati. 


U tom slučaju svodi se zadana diferencijalna jednadžba nakon različitih trans- 
formacija na oblik 
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f(x)dx = F(y)dy (a) 


t. j. dobije se jednadžba, u kojoj su promjenljive x i y separirane. 
Taj postupak zove se separacija promjenljivih. 
Rješenje te jednadžbe dobijemo tako, da integriramo njene obje strane: 


[flx)dx= [ F(y)dy+C (b) 


Mogućnost integriranja obiju strana jednadžbe (a) unatoč tome, što sadrže 
funkcije različitih promjenljivih x i y, možemo obrazložiti time, što promjenljive 
x i y nisu nezavisne jedna od druge, već je y funkcija od x, pa je F(y) takoder 
funkcija od x, i to složena funkcija te promjenljive x. 

U drugu ruku znamo: kad su derivacije, odnosno diferencijali dviju funk- 
cija jednake, tada se funkcija razlikuje za konstantu [Dio I, $ 13, 2)), pa iz jedna- 
džbe (a) slijedi jednadžba (b). 

Pri rješavanju diferencijalnih jednadžbi toga tipa postupak se obično svodi 
na pet koraka. 


ho 


5. 


dy 


. Ako u diferencijalnu jednadžbu ulazi derivacija y', pišemo je u obliku g + 


. Diferencijalna jednadžba se riješi nazivnika. 
. Spoje se članovi, koji sadrže isti diferencijal. 
. Diferencijalna se jednadžba podijeli takvim izrazom, da se promjenljive 


separiraju. 
Diferencijalna jednadžba se integrira. 


Primjeri 


Pol pa 
*-Tr)ry 


dy 


iš , : Ea 
1) Pišemo y' u obliku >| 


m Sig 
dx (I1+2)xy 


2) Da se riješimo nazivnika, množimo jednadžbu s (1 + x) xy dx: 


(1+ x%)xydy = (1 + 9%) dx 


3) Otpada 
4) Da separiramo promjenljive x i y, dijelimo jednadžbu s (1 + 2") x(1 + y*): 


KK roina. Ifa 
1+»! x(I+2) 


5) Promjenljive su separirane, pa možemo integrirati: 


y dy = f dx CC 
1l+9 Jx(l +2)" 


Drugi integral rastavljamo u parcijalne razlomke (vidi tip I neođrađenih integrala) pa dobijemo: 


ydy__ (dx [cE 
1+y 1x rate 


q 


a sada integriramo uz supstitucije 1+y"=t i l+x=z 


Zna +y) = lnx—>in(1 +x)+C 
ini 
Sina +») +n(l+x=hnx+C 


ili 
InKl +9) : (1+: =2lnx+2C 


Da dademo općem rješenju diferencijalne jednadžbe jednostavniji oblik, pišemo konstantu: 
po volji 2€ u obliku In C,, što je dopušteno, jer_se In C, mijenja kao i C od—o0 do + oo. 

Dobijemo: š 
hl +9) : (1+) =2lnx +1lnC, 
ili 

ln((l +y)(1 +2] =1In(x*: C) 
a odatle opće rješenje glasi: 
(1+ x) (1 +y) =C,»? 


2. a(xy +2y) =xyy 
dy MR Ii MA 

1) a(+R+2) = 292] dx 
2) ax dy + 2ay dx = xy dy 


3) Spojimo zajedno članove s dy: , 
x(a—y)dy+2aydx=0|:xy 


a—y 


4) 


5) Integriramo: 


dy+2aŠ o 


[*Zžay+2a[2-c 
3 x 


af %—fay+2a[Z-c 
y x 


alhny—y +2alhx=C 


ili 


Odatle: 

ili 

a(ny+2nx)=y+C 
ili B 
Cc 


ngty)=2+- 


Odatle po definiciji logaritama imamo: 


y Cc 
did 
e“ “zxty 
ili 
a. 
2 a 
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Cc 
Konačno označivši e“s C,, dobijemo opće rješenje u obliku: 


» 


sy=(Ce“ 
3. Odredi sve krivulje u ravnini 
a) konstantne subnormale, b) konstantne suptangente. 
a) Iz slike 96 slijedi: 


subnormala 


Su zo *tga, 


akako je tga=y 
Suzy: (105) 


Stavimo li 


y.y=hp» Sl. 96. 


gdje je p neka zadana konstanta, dobijemo diferencijalnu jednadžbu krivulja konstantne sub- 
normale. 


LI 
Riješimo tu diferencijalnu jednadžbu: 


y"=2px+2C 
ili za 
2G = CG, 


Dobili smo familiju parabola, kojima je os simetrije os X. Dakle, od sviju krivulja u ravnini 
samo parabole u tom položaju imaju konstantnu subnormalu. 


b) Iz slike 96 slijedi: 


a. 


iga = (105 a) 


suptangenta Sr=y *ctga = 


<< 


Ž=k 
y 


gdje je k neka zadana konstanta, predočuje diferencijalnu jednadžbu krivulja konstantne sup- 
tangente. 
Riješimo je: 
' y dx 
dy 


=k|:dx 


17 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 257 


ili recipročno: 


dy dz 
y k 
Integriramo: 
hy = + +lnC 
ili 
hy—hCaŽ 
ny IhC k 
Odatle: 
God X 
In rad = S 
Po definiciji logaritma imamo: 
3 bj 
ha 
* g 
ili 
: Li 
k 


ya=(Ce 


Opće rješenje diferencijalne jednadžbe kazuje, da samo eksponencijalne krivulje imaju 
konstantnu suptangentu. a 


Riješi diferencijalne jednadžbe: 


ija no (1—x)(1 drma 
2) (x2—g)y +y*+2y*=0 P= +mnž-c] 
: SKA k o (arc sin y—arctgx = C] 

d (x—y=C+ln(a +229] 
)1—atst=a šozadvra 


6) Odredi jednadžbu krivulje, koja prolazi točkom (3, 2), ako je gradijent tangente u svakoj točki 
krivulje dva puta veći od apscise dotične točke. 


b=x+C; y=x—T. 


Tip II. 


Homogene diferencijalne jednadžbe 


12) 


Funkcija od x i y zove se homogena funkcija obzirom na promjenljive, ako 
uvrštenje Ax i 2y, gdje je A neka konstanta po volji, mjesto x i y daje istu funkciju 
pomnoženu s A", pri čemu se x» zove stepen homogene funkcije. 

Na pr. f(x, y) = x*— xy + y* je homogena funkcija drugog stepena, jer 
zamjena x i v s Ax i Ay daje: 


Opći oblik: 
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fQAxX\y)=\"x*—"xy +yi=(x*—x+y) =\f(x,y), 


dok je f (2) homogena funkcija nultog stepena, jer je 


1B) 2162), 


Homogene diferencijalne jednadžbe stepena nultoga svode se na tip I, t. j. 
rješavaju se separacijom promjenljivih na taj način, da se prethodno uvede supsti- 
tucija: 

nel 
x 


=z 


Odatle 
y=x z 
Deriviranje po x daje: 
y=x:+z (a) 


To uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadžbu y' =/f (2) 
xx +z=/f(z) 


Tu diferencijalnu jednadžbu rješavamo načinom separacije promjenljivih x 


i z, pa u dobiveni rezultat uvrštavamo uzetu supstituciju z = ča 
x 
Primjeri 
1 I x +y 
2 i 
Podijelivši brojnik i nazivnik desne strane jednadžbe s x dobijemo: 
1+ 
y= 
te 2 
ze 


Desna strana ima sada oblik f (2) ,» pa možemo uvesti supstituciju: 


z=2 
x 
a također uvrstiti prema (a) 
y=xz+z 
Dobijemo: 
xy +z= ira 
I—z 


Tu diferencilajnu jednadžbu rješavamo separacijom promjenljivih x 1 z, t. ). po tipu I: 


dz 1+z 
sick "E=7 
Odatle 
dz_1+z 
dx I—z g 
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Supstitucija spa i uvrštenje (a) y = xz' + z daje: 
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daje: 


Odatle 


ili 


ds 1+zž* 


s I ki ora :dz 
i uzevši recipročne vrijednosti lijeve i desne strane jednadžbe dobijemo: 
dx l1—z 
s > rr? ga 
Integriramo: 
dz z dz 
ue /rgs—Jrrate 
ili 
Ilhx—lnC = arctg2—>In(1 + z“) 
ili 
V ud 2 
in uaraa = arctgz 
Odatle po definiciji logaritma imamo: 


arctgz 
e Vi +z2=Ce 
Uvrštenje z = > daje traženo opće rješenje 


y 
aretg> 
Vx2+y" =Ce ad 


Dobili smo familiju logaritamskih spirala sa zajedničkim polom u ishodištu koordinatnog sustava 
Da se u to uvjerimo, izvršimo prijelaz na polarne koordinate. 
Uvrštenje: 


,» odnosno & =arc t> 


r=Ce? 
a to je jednadžba familije logaritamskih spirala (vidi primjer 3 na str. 32 i sliku 11). 
2 y2dx + x2dy = xy dy 
Dijelimo jednadžbu s dx: 


y+xy=xy 
rGy—x)=y 
: y? 
bi xy—x* 


ili podijelivši brojnik i nazivnik desne strane s x" dobijemo 


2 
=+ze=— 
z—1 


Odatle: 


ili 


Integriramo: 


RE 
dx zi 
dx_ž2—1, 
X Z 


nx- faz— [Z+mc 


hx=z—lnz+lnC 


Uvrštenje z = 2 daje: 


nx=Ž—n.+ IhC 
x x 


ili 


2 —lny +1lnx +1nC 


x==— 


Odatle: 


ili po definiciji logariuma: 


pa je 


> ip 
rdakae 
S.* 
AE 
dodi 
s 


v=C- “= opće rješenje 


Primijetimo, da je u diferencijalnim jednadžbama tipa II, t. j. u homogenim diferencijalnim 
jednadžbama, zbroj eksponenata u svakom članu jednadžbe uvijek isti (u našem primjeru 2. 
taj je zbroj 2), pa se time razlikuju od diferencijalnih jednadžbi nekih drugih tipova, na pr. 


od tipa I. 
Riješi diferencijalne jednadžbe: 


i. = 
» X 


2. (10x +8y9)dx +(7x +59) dy =0 


xy —y 
x 


33 =u> 


4. xy —y=\Vx*+9? 


5. ((—s)dt+tds=0 


Linearne diferencijalne jednadžbe 


[?+2xy=C) 


(x+): (2x+y)=C]) 


[ sin > - Cx| 
X 


[x"=Cy + CVxt+ yš ili, ako se kvadriranjem riješimo 


Tip III. 


I. Općenito 


korijena, x*=C€*+2Cy] 


Diferencijalna jednadžba zove se linearna, ako su sve derivacije pa i sama 
zavisna promjenljiva (y) u prvom stepenu. I 
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Prema tome linearna diferencijalna jednadžba prvog reda općenito glasi: 
y +f(x)y =8(x) 
gdje su f(x) i g(x) neke zadane funkcije od x. 
I. Prvi način rješavanja 


Da riješimo tu diferencijalnu jednadžbu, pretpostavimo, da njeno opće rje- 
šenje ima oblik: 
y=u(x) -vu(x) 


pa mjesto da određujemo y odredit ćemo u i v. 
Kako je y = u : v rješenje linearne diferencijalne jednadžbe, ono mora da je 
zadovoljava, pa izračunavši 
y=u +u, 


uvrstimo to i y = u + v u diferencijalnu jednadžbu 
Dobijemo: 
uv +vu +f -uw=g 
ili 
uv +v(u +f-u)=e 
Kako smo y označili kao umnožak u i v, jedan od tih množitelja možemo 
odrediti po volji. U tu svrhu stavimo, da je izraz u zagradama t. j. 


u +f-u=0 (a) 
ostaje 
uv =g (b) 
Dobili smo dvije diferencijalne jednadžbe, iz kojih određujemo u i v. 
Iz (a) slijedi: 


du dx 
daza tila) u=0|:— 
Za —j(x)dx 


Integriramo: 
Inu = — [ f(x)dx + InC, 
ili 
na = = — | f(x)dx 
a po definiciji logaritma imamo: 
u= Ce“ Ifd (0) 


u (x) smo odredili. 
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Uvrštenje (c) u (b) daje: 


dv Bo 
ka [fo)dx =g(x) 


Odatle: 
dv -ze ha +g(x)dx 


i 
Integriramo : 


v=z 1] dA gtsjax +c| (d) 


Sada smo odredili i v(x). 
Uvrštenje (c) i (d) u y =u(x) *v(x) daje: 
opće rješenje linearne diferencijalne jednadžbe prvog reda. 


y +f(x)y =g(x) 
y=e-lrod pjaćeve «g(x)dx + c] (106) 


Prema toj formuli (106) rješavamo linearne diferencijalne jednadžbe prvog 
reda. 
Primjeri 


i. y+>=sinx 


x |< 


Usporedivši zadanu linearnu diferencijalnu jednadžbu s njenim općim oblikom 


y +f(Gy=eg(x) 
vidimo, da je 


NOR g (x) = sin x 


pa prema (106) računamo: 


[seax= [Zamx 


If/(x)dx nx 
€ = € 


te je 

=x 

jer, ako , *=x logaritmiramo, dobijemo In x = ln x, pa je 
e-iroax =a s 


EE 


Uvrštenje u (106) daje: 
v= = [ fusinxax+c] 
a kako je J x sin x dx = —x cos x + sin x (vidi str. 74), dobijemo konačno traženo opće rješenje: 


si C 
“ame k LE 
x X 
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2. ycosx +ysnx—1=0/:cosx 


, 1 
+ytgx=— 
y e Cos x 


Prema (106) računamo: 


fx) =tgx; g(x) = aa 


sin x 


[1o)ax= [ugxdx = [ SEžax = —incos x 
(supstitucija cos x = 1) 


; g IG)Ax gin cos x 1 _ l 
cln cos x COS x 


e ifoax =€100Xx_ cos x 


Uvrštenje u (106) daje: 


1 1 
zoši LIBE sr e+0] 


y=cosx(tgx+C) 
y=sinx +(Ccosx 
3. ids+(3—215) dt =0 
i partikularno rješenje za t = Zi s=5. 


Dijelimo jednadžbu s 1" + dt: 


Prema (106): 
J()=—Ž:; sl)=—2 


Ša zbile —Bšoh2 
t 


[rmwa=—2[$ 


U 
elo na = 5: e>1foda_ nič e 


1 l 
l 
= ./2 = 
=: (+3 58 +6) 


= + + C 1? — opće rješenje. 


Partikularno rješenje za t = n: is=5i 


Uvrštenje u opće rješenje daje: 
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Odatle 
. C = 12 


pa partikularno rješenje za zadani početni uvjet glasi: 


a 


1 
= PRI 


Ili. Drugi način rješavanja. Varijacije konstanata. 


Linearne diferencijalne jednadžbe mogu se riješiti i na drugi način i to La- 
grange-evom metodom varijacije konstanata. Ta se metoda sastoji u 
tome, da se riješi prikraćena ili homogena linearna diferencijalna jednadžba, koja 
se dobije iz zadane potpune 


y +f(x)y =8(x) 
tako, da se stavi g(x) = 0: 
y +f(x)y=0 


Opće rješenje te prikraćene diferencijalne jednadžbe ne će naravno zado- 
voljavati zadanu potpunu jednadžbu. 

Da to rješenje bude i opće rješenje zadane potpune diferencijalne jednadžbe, 
uzima se, da je konstanta integracije C, koja ulazi u opće rješenje prikraćene dife- 
rencijalne jednadžbe, nije konstanta već je neka funkcija od x, t.j. C = C(x). 


Zadatak se prema tome u daljnjem svodi na određenje te funkcije C (x). Pri- 
mjeri, koji slijede, tumače primjenu te metode. 


Primjeri 
1. Riješimo metodom varijacije konstanata naš 1. primjer: 


, s A 
— = sin 
v+- in x 


Rješavamo pripadnu prikraćenu diferencijalnu jednadžbu: 


dy) dx 

ae 
dy__ dx 
y x 


lhy=—lnx+lnC 
C 
hy=ln = 
y -e_ opće rješenje prikraćene diferencijalne jednadžbe. 


Uzevši da je € = C (x), smatramo, da je 
C(x) (a) 


X 


opće rješenje zadane diferencijalne jednadžbe. Kako to opće rješenje mora zadovoljavati zadanu 
diferencijalnu jednadžbu, računamo prema (a): 


jE =a) 


x? 
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pa vrijednosti za y 1 y“ uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadžbu 


naŠoa 
y + = sin x 
Dobijemo: 
eO u sine| e 
xC'—C+C = x?sinx 
Odatle računamo € (xj: 
=“ = x*sin x 
dx 
dC = x sin x dx 
C= [xsnxdr+A 


C(x)=—xcosx +snx + A 
Uvrštenje u (a) daje: 


sin x A 
y=—cosx + + — 
X x 


Dobili smo isti rezultat. 


2. Riješimo metodom varajacija konstanata: 


y+y=csx 
Prikraćena diferencijalna jednadžba: 


RENO 
7 


hy=—x+lnC 


ya=C(x)-e7*; y=—C*4+e* 


Uvrštenje u zadanu diferencijalnu jednadžbu daje: 


GETE bs“ X dC ==x 


dC = e* + cos x dx 


C = [e:cosxdx+A 
Prema (65): 


x 
C (x) = 5lcosx+sunx)+A 


(a) 


Uvrštenje u (a) daie: 
y= [ž (cos x + sin x) + al: e* 
ili 
v= Z (eosx + sinx) + Ae * 


Riješi na oba načina: 


y—y+x=0 [y=(Ce* + x +1, vidi c) ovog paragrafa 1 sl. 95) 
sy—v+x=0 ly=Ce+x"+2x +2] 
y+2x=4x ly=2x—1+Ce-**)] 
šetel lx“=2Cy+Cf 


X 


dy + yc0s x dx = sin x cos x dx ly=snx—1+Cečs"9*] 


Pažljivi čitalac je sigurno opazio, da je ta metoda u bitnosti isto, što i pri- 
jašnja. Treba samo uočiti, da je kod prijašnje metode stavljeno u + fu =0, 
a to znači, da je u stvari riješena skraćena jednadžba, dok v» ima značenje naše 
funkcije C(x). 


TIp=iV. 


Bernoulli-jeva diferencijalna jednadžba (čitaj Bernuli) 
Opći oblik 
y +1(x)y =g(x) :y" 


Iz uspoređenja Bernoulli-jeve jednadžbe s linearnom vidimo, da je razlika 
samo u tome, što je funkcija g(x) pomnožena sa y", t. j. zan = 0 Bernoulli-jeva 
jednadžba prelazi u linearnu. 


Bernoulli-jeva jednadžba se svodi na linearnu tako, da se podijeli s y": 


D+ E a ga (a) 
pa se uvede supstitucija 
a2 (b) 
Deriviranje po x daje: 
z "LA a (—m-2 
a odatle je 
S Bi. = n (9 


Uvrštenje (b) 1 (c) u (a) daje linearnu diferencijalnu jednadžbu u zi x, t.j. 
tip III: 
2' 
l1—n 


+f(x) z=g(x) 


267 


Primjer 
y+xy=xyl:y 


Supstitucija : 
me =z (b) 
odatle 
a odatle je 
sf o 
Uvrštenje (b) i (c) u (a) daje: 
uče +xz=x|*—2 


2 
Z--Ixz= —2x 
Prema (106): 
[fo)ax=—2[xdx = —x* 


z= e*[—2/ e-*xdx+C] 


Uz supstituciju — x“ = £ dobijemo: 
z=e(e"4+C) 


ili 
ze1+C# 
a kako es=l; odio. A dekijeni 
y Ve 
mm: 
VI + Cex? 
Riješi: 

2 1 
y—ytgx +yc0sx =0 [>> zrcre=| 
oo e rpniro 
xy +y=»hnx "Trihnx+Cx 


Prije nego prijeđemo na slijedeći tip V. diferencijalnih jednadžbi prvog reda, 
kažemo nekoliko riječi o t. zv. singularnim, t. j. čudnim, neobičnim rješenjima 
diferencijalnih jednadžbi. 

€) Singularna rješenja diferencijalnih jednadžbi 


Govoreći općenito o diferencijalnim jednadžbama, pokazali smo (vidi str. 251), 
da opće rješenje diferencijalne jednadžbe 


yyt+y =R?* 
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glasi : 
(x—C)*+y =R?* (b) 


i da predočuje familiju kružnica čvrstog polumjera R sa središtima na osi .X (sl. 97). 


TKO KAT 
UVID 


SI. 97. 


y=+R 


y=-R 


Znamo, da sva partikularna rješenja diferencijalne jednadžbe dobijemo iz nje- 
nog općeg rješenja uvodeći početne uvjete, t. j. mijenjajući vrijednost konstante 
integracije C. Međutim, u opće rješenje naše diferencijalne jednadžbe ne ulaze 
2 partikularna rješenja 

= +R 


jer do njih ne možemo nikako doći dajući konstanti C u općem rješenju bilo koje 
vrijednosti. 

Ipak ta rješenja zadovoljavaju diferencijalnu jednadžbu, jer uvrštenje y = 
=+Riy =0u (a) daje identitet R = R. Ta dva partikularna rješenja y = R 


iy = —R nisu dakle sadržana u općem rješenju diferencijalne jednadžbe pa se 
zovu singularna rješenja diferencijalne jednadžbe. 
Općenito: 


Singularna rješenja diferencijalne jednadžbe su ona rješenja, 
koja ne možemo dobiti iz općeg rješenja dajući konstanti integra- 
cije C bilo koje vrijednosti. 

Geometrijski predočuje singularno rješenje ovojnicu ili anvelopu (od 
francuske riječi envelopper = omotati), t. j. krivulju, koja omotava familiju inte- 
gralnih krivulja zadanih općim rješenjem diferencijalne jednadžbe, ili geometrij- 
sko mjesto singularnih točaka, t. j. dvostrukih točaka ili šiljaka integralnih 
krivulja, naravno ako te krivulje imaju singularne točke. (O singularnim točkama 
krivulje vidi Dio III. Repetitorija). 

Pogled na sliku 97 kazuje, da u našem primjeru predočuje singularno rješenje 

= + R ovojnicu, jer pravci omotavaju familiju kružnica zadanu općim rješenjem 
diferencijalne jednadžbe. 

Nastaje pitanje, zašto jednadžba ovojnice familije integralnih krivulja zadovo- 
ljava diferencijalnu jednadžbu tih krivulja. Ovojnica omotava familiju krivulja 
određenih općim rješenjem diferencijalne jednadžbe, tangira dakle u svakoj točki 
onu krivulju familije, koja prolazi tom točkom, pa ima u svakoj točki smjer pro- 
pisan diferencijalnom jednadžbom. 

Rekli smo već, da riješiti diferencijalnu jednadžbu znači povući u ravnini 
familiju krivulja, koje u svakoj svojoj točki imaju smjer propisan diferencijalnom 
jednadžbom. Ovojnica ima u svakoj svojoj točki taj smjer, pa je također rješenje 
i to singularno rješenje diferencijalne jednadžbe. 

Na sl. 97 vidimo, da pravci y = + R tangiraju kružnice, pa imaju u svakoj 
točki isti smjer « = 0 kao i kružnice, imaju dakle smjer određen diferencijalnom 
jednadžbom. 
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f) Tipovi diferencijalnih jednadžbi prvog reda (nastavak) 


Tip V. 
Clairaut-ova diferencijalna jednadžba (čitaj Klero) 
Opći oblik: 


y=x +/f(9) (a) 
na pr. 


sezo dk ka 


(9) 


Obratimo pažnju na to, da je prvi član desne strane Clairaut-ove diferencijalne 
jednadžbe uvijek xy', dok svi ostali članovi čine neku funkciju od y'. Ako je taj 
prvi član xy pomnožen nekim faktorom, diferencijalna jednadžba nije više Clai- 
raut-ova, već Lagrange-eva (vidi dalje tip VI). 


Clairaut-ova diferencijalna jednadžba rješava se deriviranjem! 
Derivirajući (a) dobijemo: 


y=g +y+f(y) 9" 


Odatle 
y x+f(y)|=0 
Slijedi : 
y" = 0 R (b) 
1 
x+f'(y)=0 (c) 


Iz (b) imamo: y' = C, pa uvrštenje u (a) daje opće rješenje Clairaut-ove dife- 
rencijalne jednadžbe: 


y==€+J(C) (d) 


Vidimo, da se Clairaut-ova diferencijalna jednadžba rješava tako, 
da se u diferencijalnu jednadžbu uvrsti y'= C, gdje je C konstanta 
integracije. 

Opće rješenje Clairaut-ove diferencijalne jednadžbe y = Cx + /(C) je li- 
nearna jednadžba, pa grafički predočuje familiju pravaca gradijenta C po volji, 
dok je odsječak na osi Y zadana funkcija toga gradijenta C. 

Promotrimo sada drugu dobivenu jednadžbu (c): 


x+f(y)=0 
Budući da tražena funkcija y mora zadovoljavati Clairaut-ovu diferencijalnu 


jednadžbu (a), možemo tu funkciju dobiti tako, da izračunavši y' iz (c) uvrstimo 
dobiveni izraz za y' u (a), drugim riječima uklonimo y' iz (a) i (c). Na taj način 
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dobijemo relaciju između x i y, koja ne sadrži konstante po volji C, ali će zadovo- 
ljavati Clairaut-ovu diferencijalnu jednadžbu, bit će dakle partikularno rješenje 
te diferencijalne jednadžbe. 

Tvrdimo, da je to partikularno rješenje singularno rješenje Clairaut-ove dife- 
rencijalne jednadžbe, jer ga ne možemo dobiti iz općeg rješenja (d) dajući kon- 
stanti C bilo koje vrijednosti. U tu svrhu pretpostavimo u suprotnosti s našom 
tvrdnjom, da to partikularno rješenje možemo dobiti iz (d) za neku vrijednost Ce 
konstante C, t. j. 


»=x G, + f(C.) 
A kako iz (b) slijedi, da je y' = C, uvrštenje y' = C, u (c) daje: 


x +f'(C] =0 
ili 
x =—f'(C,) = konstanta, 


a to nema smisla, jer x nije konstanta, već nezavisna promjenljiva. 
Prema tome uklonimo li y“ iz Clairaut-ove diferencijalne jednadžbe 


y=x+f(9y) 
i jednadžbe (c) 
x+f(y)=0 


dobit ćemo singularno rješenje Clairaut-ove diferencijalne jednadžbe, koje pre- 
dočuje ovojnicu, jer familija pravaca nema singularnih točaka. 


Primjeri 
1 
= x AVE 
e =a 39 


Uvrštenje y' = C daje odmah opće rješenje 


»=Cx+% 


Da dobijemo singularno rješenje, deriviramo diferencijalnu jednadžbu po x: 
yaexg"t+ty+y-g 
Odatle: 
y"x+y)=0 


Jednadžba y“ = 0 vodi do općeg rješenja, dok jednadžba 


x+y =0 (a) 
vodi do singularnog rješenja. 
Iz (a) imamo 

y=—x 


Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje traženo singularno rješenje 
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Ono predočuje parabolu, koja omotava familiju pravaca zadanih općim rješenjem diferencijalne 


jednadžbe, kako se to vidi iz slike 98. 
»ž 


y=x+Vi+y? (a) 


y =Cx +V1 + C"— opće rješenje 


. 


1 
reg t+ry+==== 2+ 
2 Vi +y7 


(++ ram)“ 


VrrsT 


Pa a SEE (b) 


NEZ 


Da uklonimo y“ iz (a) i (b), kvadriramo (b): 


i odredimo y': 
x+ xyi=y! 
x=y"(l—x) 
SI. 98 y' = 
ši +Vi=x? 
Uvrštenje u (a) daje: 
x“ 
: =-—=+ 
VI—ax* 
lx 


i 


2 


Odatle 


2 


y=i1—x 
ili 
x? +y*=1 — singularno rješenje. 
Ovojnica je jedinična kružnica sa središtem u ishodištu, koju integralni pravci tangiraju. 
(Nariši ovojnicu i nekoliko integralnih pravaca dajući C vrijednosti po volji). 


Odredi opća i singularna rješenja i nariši integralne pravce i ovojnice: 


kokica, ' Ne Piran a 
y=xy nik oj —3y' +2 [»=G+30—3C+2; = 5 +3x 3 
4 I 
poi [»=Cx+z:9'- 4x] 
dip Vi: 


Lagrange-eva diferencijalna jednadžba 


Opći oblik 
y=x :v09)+f(9) 
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Vidimo, da je Clairaut-ova diferencijalna jednadžba poseban slučaj Lagran- 
ge-eve diferencijalne jednadžbe, jer za € (y') = y dobijemo Clairaut-ovu diferen- 
cijalnu jednadžbu. 

Lagrange-eva diferencijalna jednadžba rješava se također deriviranjem. 


Označivši y' s p 
y=x- (0) +1(0) (a) 


deriviramo jednadžbu po x: 


d d 
p=x> (0) ZH (0) +7'(0) KE 


ili 
Ne '2.i do a AR 
b— va) =xv0/ Tie (b) 

Primijetivši, da je općenito p— e(p) +0 za Lagrange-evu diferencijalnu 
jednadžbu, smatramo, da je x tražena funkcija od p, pa jednadžba (b) u tom slu- 
čaju predočuje linearnu diferencijalnu jednadžbu prvog reda, koju rješavamo pre- 
ma formuli (106). 

Dobiveno rješenje: 


x=x(p, C) (c) 
uvrsumo u diferencijalnu jednadžbu (a), pa dobijemo: 
v=y(pC) (d) 
Jednadžbe (c) i (d) daju opće rješenje Lagrange-eve diferencijalne jednadžbe 
u parametarskom obliku. Uspijemo li, da iz tih jednadžbi uklonimo parametar p, 
dobit ćemo opće rješenje Lagrange-eve diferencijalne funkcije u obliku 
y=y(x, C), odnosno F(x,y, C) =0 z 
Osim općeg rješenja Lagrange-eva diferencijalna jednadžba može imati 1 
singularno rješenje. 
Pretpostavimo, da je 


p—e(p) =0 (€) 


za neku vrijednost p = pa. 
Jasno je, da P = p, zadovoljava jednadžbu (b). 
Uvrštenje » = »eo u polaznu jednadžbu (a) daje linearnu funkciju 


y = P(Po)x +/(D0) 


koja je singularno rješenje Lagrange-eve diferencijalne jednadžbe. 


18 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 273 


Primjer 

y = xy? +97 
Označivši y' = p: 

y=xp+pP (D 
deriviramo po x: 


s 


1 JERE dp 
p Ipxax Potpis 


dp dp 
U 2x dd +2+ 2x 
ili 
. dx 


P—1 =—2P(x+ 1) (i 


dx 
laika + 
a odatle 


To je hinearna diferencijalna jednadžba prvog reda, pa prema (106) imamo: 


[19 = fzro- 2In(p—1l) =hn(p— 1) 


RSA. 
(p—1)? 


e>1f(p)dp — e-Inp—N* 


gtip)dp = (p— 1? 


Žž, 
Nota [— 2 [o—u"; 


l 
z=ml-?/o-ve+e] 


1 [oz 


ro +€| 


S EČIP 2 
G 
Sira (8) 


U našem slučaju možemo iz (£) i (g) ukloniti p, pa ćemo opće rješenje dobiti ne u parame- 
tarskom, već u eksplicitnom obliku. 
U tu svrhu uzevši u (g) C* mjesto C, dobijemo: 
(x+1)(p—1)*= 
odatle 


P—!= 


C 
Vx + 1 
.= C + Vx +1| 
Vx+1 
Uvrštenje toga izraza za p u (f): y = p?(x + 1) daje traženo opće rješenje: 


»=(C+Vx +1)? 
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Da dobijemo singularno rješenje, uočimo iz usporedenja zadane diferencijalne jednadžbe s njenim 
općim oblikom, da je u našem slučaju 

Ply)=e(p)=y»*=p 
pa prema (e) imamo: 


p—p*=0 
Odatle je p=0 i p=i1. 
Uvrštenje # = 0 u diferencijalnu jednadžbu daje singularno rješenje 
v=0 
dok za p = 1 dobijemo y=x+1 


To nije singularno rješenje, jer ga možemo dobiti iz općeg rješenja uzevši C = 0. 
Odredi opća i singularna rješenja: 


, , C 2C 
y=2g +9) [=«=5— hor Z;y-e] 


mr is a 9... f ŠI MEP? Za ] 
»=2y+3 —3y +2 [==f-5+50,-$- Dra zm 


Tip VII. 
Egzaktne diferencijalne jednadžbe. = Eulerov multiplikator 


Vidi Dio III. S 8. 


£) Primjedba o rješavanju diferencijalnih jednadžbi prvog reda 


Navedenim tipovima diferencijalnih jednadžbi nisu naravno iscrpljeni svi 
oblici diferencijalnih jednadžbi prvog reda, koji se daju integrirati. Vrlo je čest 
slučaj, da zadana diferencijalna jednadžba ne spada ni u jedan od navedenih tipova, 
pa ipak se može uz podesnu supstituciju transformirati u jednadžbu, čijije način 
rješavanja poznat. 

Nije moguće navesti opća pravila za iznalaženje tih supstitucija. Kao i pri 
računanju neodređenih integrala, tako i pri rješavanju diferencijalnih jednadžbi 
samo će vježbanje i snalažljivost ukazati najkraći put, koji vodi cilju, ako taj put 
uopće postoji. 

Navedimo nekoliko primjera: 


1 je St sPI 
: 2 4x +2y—2 
Supstitucija: 
ax +y=t 
tada je 
4+V=U 

aizy=t—2x slijedi: 

pez 63 

a KIc +. dx 


dE oz ili dt 51—3 
de 2au=1 m do oŽž=2 
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Separiramo promjenljive: 


2—2 
= = d+C 
“Odatle prema tipu I neodređenih integrala imamo: 


«-3[-že(—žjl+o 


Uvrštenje t = 2x + y daje konačno 
2 4 3 
x =5(2 +9)—5; 1 (2x ++—3) +C 


2. U primjeru 1. predočivala je desna strana diferencijalne jednadžbe kvo- 
cijent dviju linearnih funkcija, t. j. pravaca i to usporednih pravaca. Ako ti 
pravci nisu usporedni, diferencijalna jednadžba rješava se tako, da se odreduje 
njihovo sjecište, u koje se prenosi paralelnim pomakom ishodište koordinatnog 
sustava. 

Na taj način linearne funkcije gube članove slobodne od promjenljivih, jer 
pravci prolaze ishodištem, pa se diferencijalna jednadžba svodi na homogenu, 
t.j. natip ll. 


Primjer 
(>2x +y— 5)dx + (3x +9 — 1) dy = 0|:(3x +y—1)dx 


dy. ž—y+3 
dx 3x+y—1 


2x—y+5=0 
3x +y—1=0 
4 17 s Me 
x =—4 x= —= i He o= koordinate sjecišta pravaca. 
ka. 
ra dx =dx, : z ' 
Uvrštenje i u diferencijalnu jednadžbu daje 
ry=N+ = ; 
Bi aa 
dx, 3X, + Ji 
Odatle 
A 
s__ m 
dx, 3 adi 
Xi 
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Ji : dy, dz 


ZA N=X'2y Akne 
no dEte=imo 
ha=— ride + no 


Taj integral izračunamo prema tipu 1. neodređenih integrala, pa konačno 
uvrstimo 


=2 i PN Viki Hn= .H 


S 5 5 


kj 


' 


. < Primijetimo, da se na isti način računaju diferencijalne jednadžbe općenitijeg 
oblika 
KS a +by+c, 
ž \a,x + boy + =. 


h) Ortogonalne trajektorije 


Ortogonalnim trajektorijama za zadanu familiju krivulja, koja 
ovisi o jednom parametru C, zovemo onu familiju krivulja, koje 
sijeku krivulje zadane familije ortogonalno, t. j. pod pravim kutom. 

Kako ortogonalne trajektorije sijeku krivulje zadane familije pod pravim 
kutom, gradijent tangente y,' = tg «, ortogonalne trajektorije mora biti recipročan 
i protivnog predznaka od gradijenta y' = tg « one krivulje familije, koju ta trajek- 
torija siječe, t. j. 


Odanle slijedi postupak za odredivanje ortogonalnih trajektorija za zadanu 
familiju krivulja y = f(x, C): 


a) Deriviramo po x jednadžbu zadane familije krivulja i uklonivši iz zadane 
i deriviranjem dobivene jednadžbe parametar C dobijemo diferencijalnu jednadžbu 
zadane familije krivulja. 


b) Zamijenivši u toj jednadžbi y' s — s dobijemo diferencijalnu jednadžbu 
traženih ortogonalnih trajektorija. 


c) Rješavamo tu diferencijalnu jednadžbu. Dobiveno opće rješenje jest tra- 
žena jednadžba ortogonalnih trajektorija. 
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Primjeri 
1. Odredi ortogonalne trajektorije za familiju koncentričnih kružnica xž + y? = C?, 
a) 2x +2y :y =0 


yo = sis diferencijalna jednadžba familije koncentričnih kružnica. 


b) Uvrstimo — 5 mjesto ss 


—--= “S diferencijalna jednadžba traženih ortogonalnih trajektorija. 


y 
Odatle 
u dx 
dy oy 
ili 
X dy _ dx 
s X 


€) Integriramo: 
Ihy=lnx+lnC 
ili 


SI. 99. 
99 mer 


Dobili smo traženu jednadžbu ortogonalnih trajektorija, koja predočuje familiju pravaca 
kroz ishodište (sl. 99). 


2. Odredi ortogonalne trajektorije za familiju konfokalnih elipsa, kojima su fokusi u točkama 
F(— 1,0), A(1, 0). 


Kako je za elipsu e? = a*—b", gdje j je e linearni ekscentricitet, a a i & velika i mala poluos 
elipse, a za sve elipse zadane familije 


l=at—b 
uzmimo, da je a=\1+C, a b=\cC 
gdje je C parametar, jer je tada 
e=at—b'=1+C—C=I|, 


pa jednadžba zadane familije konfokalnih elipsa glasi: 


ade 138 (a) 
rret"!' 
pri čemu je C > 0. 
2 ržpe g 
x ra? 


Odatle računamo C: 
xC +yy. +9 CC =0 


(x+y9)C = —yy 


' 


aa 
aii s: + 
Uvrštenje u (a) daje: 
ziix by) _ x+) _, 


D 


x yy 
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ili xy + xy —xy— yi =y 


ili (x + yy') (xy —gy)] =y — diferencijalna jednadžba zadane familije elipsa. 
1 
bs) 
) y y ? s 


ili 

(xy — 9) (x +99) = y — diferencijalna jednadžba traženih ortogonalnih trajektorija. 
Vidimo, da je ona identična s diferencijalnom jednadžbom zadane familije konfokalnih elipsa, 

a dakle je njeno opće rješenje identično s jednadžbom 

x? »* 

na" 


zadane familije tih elipsa. 


Medutim, ta ista jednadžba predočuje za C < 0 familiju konfokalnih hiperbola 
x? y% 

ise" o 
s poluosima |'1—C i Vc i sa zajedničkim fokusima u istim točkama F,(— 1,0) i F,(1, 0), jer je 
za hiperbolu e* = a? + 8%, pa je opet 


e&=1I—C+C=!| 


Prema tome su te hiperbole ortogonalne trajektorije za zadanu familiju elipsa. 


Odredi ortogonalne trajektorije za familiju 
1) parabola y = ax", gdje je a parametar 


2) kružnica x? + y? = 2ax 
[y=C(x?+y')] 
x? )* 
3) elipsa zajedničke velike osi 2a: Zs + #7 1, gdje je b parametar. 
[x*+y =2a In (Cx)] 


i prikaži grafički krivulje zadanih familija i njihove ortogonalne trajektorije. 


3. Diferencijalne jednadžbe drugog i viših redova 
a) Općenito 
Diferencijalna jednadžba drugog reda ima općenito oblik 
»"=f(xyy) iliimplicitno F(xy yy)=0 


Da prikažemo geometrijsko značenje diferencijalne jednadžbe drugog reda, 
podijelimo diferencijalnu jednadžbu s (1 + y'2)+: 
PH 3%) 
(+y?)h (1 +y7)f 
Lijeva strana jednadžbe predočuje prema (26) zakrivljenost a krivuljey =y(x) 
u nekoj točki apscise x, dok je desna strana neka funkcija od x, y i y', koju označimo 
S P(% 9 )). 
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“Dobijemo: 
1 
—=o(xyy 
a» Plo y) 


Iz te jednadžbe jasno slijedi geometrijsko značenje diferencijalne jednadžbe 
drugog reda: za svaku vrijednost x, y i y', t. j. za svaku po volji uzetu točku (x, y) 
u ravnini X Y i po volji uzeti tangens smjera y' u toj točki diferencijalna jednadžba 
drugog reda daje zakrivljenost, odnosno polumjer zakrivljenosti integralne 
krivulje, koja prolazi tom točkom. 

Drugim riječima: mi zadajemo jedan linijski element, t. j. točku i smjer u toj 
točki, a diferencijalna jednadžba drugog reda dodjeljuje toj točki pripadni polu- 
mjer zakrivljenosti p. 

Prema tome riješiti diferencijalnu jednadžbu drugog reda znači geometrijski 
povući u ravnini familiju krivulja, koje ispresjecaju tu ravninu u svim smjero- 
vima, ali od bezbroja krivulja te familije, koje prolaze nekom točkom ravnine, 
svaka krivulja ima zakrivljenost propisanu diferencijalnom jednadžbom. 

Kako se opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda dobije nakon dvije 
kvadrature, ono sadrži uvijek dvije konstante po volji C, i C., pa općenito glasi: 


A =y(x, C,, Co) ili f(x, y> C, Cz) =0 


Iz geometrijskog značenja diferencijalne jednadžbe drugog reda jasno slijede 
početni uvjeti, da se dobije partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe, t. j. 
jedna naročita krivulja familije zadane diferencijalnom jednadžbom. 

Ti uvjeti jesu: 

1) početni položaj, t. j. koordinate jedne točke x = X y =y, kojom ta kri- 

vulja ima proći, i 

2) početni smjer, t. j. tangens smjera y' = y', u nekoj točki (x,, y,) te naročite 

krivulje. 

Uvrstimo li početne uvjete x = xiy =y. u opće rješenje y =y(x, C,, Co), 
ax=xXy=miy =yauy =y(x, C,, Co), dobit ćemo dvije jednadžbe iz 
kojih odredimo C, i C,. Uvrštenje tako dobivenih za C, i C. vrijednosti u opće 
rješenje daje partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda za te po- 
četne uvjete. . 


b) Redukcija diferencijalnih jednadžbi drugog reda na 
diferencijalne jednadžbe prvog reda 


Rekli smo već, da diferencijalna jednadžba drugog reda ima općenito oblik 
y"=f(x,yy). Ako u diferencijalnu jednadžbu ne ulazi eksplicitno jedna ili više 
od tih promjenljivih x, y i y', diferencijalna jednadžba je nepotpuna, pa je mo- 
žemo reducirati, t. j. svesti na diferencijalnu jednadžbu prvog reda. 

Promotrimo pojedine slučajeve redukcije. 


1. slučaj. 


y"=/f() 


t. j. desna strana diferencijalne jednadžbe ne sadrži traženu fun- 
kciju i njenu prvu derivaciju. 
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Primjeri 
l. y"=x +sinx 
dy" 


Kako y"“ možemo pisati u obliku ra imamo 


dy nE 
ds = x+ sinx |: dx 


dy' = xdx + sin x dx 
Integriramo: 


y=5—<sx+G 


da 7 Ž Mirci 
kz? a | dx 


2 
dy = 5 dx — cos x dx + C, dx 


Integriramo drugi put: 


3 
x ; kre odu 
y=Z5—:sinx + €, x + C, — opće rješenje. 


2. Primjer iz čvrstoće 


Odredi jednadžbu elastične linije opterećenog nosača, koji je prikazan na slici 100, a također 
kutove Q, i O, i najveći progib / nosača. 

Pod elastičnom (progibnom) lini- 
jom opterećenog nosača razumije se sa- 
vinuta os nosača, t. j. spojnica težišta 
njegovih poprečnih presjeka. 

Kako je zakrivljenost elastične linije 


“. 


gLPRN [vidi (26)] 


u nekom presjeku m—m nosača u 

udaljenosti x od ležaja to veća, što je Sl. 100. 

veći moment savijanja Mx u tom presjeku, 

a to je manja, što je veća krutost EI nosača, gdje je £ modul elasticiteta, a / moment tromosti 
poprečnog presjeka, diferencijalna jednadžba elastične linije glasi: 


PE JER < 
(1+97)% EI 


Uzmemo li u obzir, da praktički ne možemo dopustiti, da nosač ima velik progib, zatvarat će 
tangente na elastičnu liniju s osi X vrlo malene kutove x, pa možemo uzeti, da je y'“=tga =1g0 = 
= 0, pa diferencijalna jednadžba elastične linije prima jednostavniji oblik: 


>> (107) 


Za naš slučaj prema slici 100 imamo: 
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Uvrštenje u (107) daje: 
je Ane z 

si ZET 
a to je baš prvi slučaj nepotpune diferencijalne jednadžbe drugog reda. 

Na desnoj strani jednadžbe uzeli smo predznak minus, jer je elastična linija za naš slučaj 
konveksna (gledaj u negativnom smislu osi Y), pa jey“ < O(Dio I. $ 15,3). 

Pretpostavivši, da je čitav nosač napravljen od istog materijala i da je uvijek stalnog po- 
prečnog presjeka, t. j. da su E i I konstantne veličine, integriramo prvi put: 


P 
Y=—zii* to (a) 


Da odredimo konstantu integracije C,, uvedimo prvi početni uvjet. Iz slike 100 vidimo, da je u 
sredini nosača, t. j. zax = S tangenta na elastičnu liniju usporedna s osi X, pa je & = 0, a dakle 
itga=y' =0. 


Uvrštenje x = 2 iy' =0u (a) daje: 


P ) 
okot die Guo 
a odatle: 
PI 
Sa I6EI 
pa (a) prima oblik: 
; BI, Bo 
FT REK TIGHI (b) 


Kako su kutovi maleni, pa je yl =tga==<%, daje ta jednadžba za svaki x kut, što ga 
tangenta na elastičnu liniju u dotičnoj točki nosača zatvara s osi X. 

Tako za x = 0 (vidi sl. 100) dobijemo kutove O, = O, (naravno u lučnoj mjeri), što ih 
tangente na elastičnu liniju u ležajima nosača zatvaraju s osi .X. 


Uvrštenje x = 0 u (b) daje: 
B=0===; 


Zanimljivo je primijetiti, da konstanta C, ima u našem slučaju značenje kuta 0,, odnosno Q,. 
Sada integriramo (b): 


RONE. 
—Zgjtrsjjtt 


Da odredimo C,, uvedimo drugi početni uvjet: 
prema slici 100 za x = 0 progib je y = 0. Uvrštenje. daje: 


o=c, 

pa je X 
ZrašE + 5/50 

žen“ RE? 


tražena jednadžba elastične linije, koja predočuje kubnu parabolu i koja za svaki x daje pripadni 
progib y. 

l 2 ist. : 
Tako za x = KI dobijemo najveći progib y = f: 


P BP. La 
jn an a 
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Odatle 
PP 
I =28ET 


Odredi na isti način jednadžbu elastične linije istog nosača duljine /, koji je kontinuirane 
opterećen s q kg na jedinicu njegove duljine, a također kutove O, i O, i najveći progib f. 


EZ, a,st 
[Ra RB= Zo Mx 5) *— 5 
KE Sa DN A E e A I JR PE ii 
9=2EL* NET“ TRES 97 %=ZE> 1T5aRFI 


Izvedi zakon slobodnog pada tijela mase zm uz pretpostavku, da je tijelo u početni moment 
t = 0 već prevalilo put s = s i imalo brzinu v = v%. Otpor zraka zanemari. 


d*s l 
[nz me: v=g +; zet +vt+s) 


2. slučaj redukcije. 
y» =f(x9y) 


t. j. desna strana diferencijalne jednadžbe ne sadrži traženu fun- 
kciju. 

Supstitucija: 

=?» 

Tada je y' =p', pa uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje diferencijalnu 
jednadžbu prvog reda u pi x: 


po=f(pP) 
Odredivši odatle p kao funkciju od x, traženo opće rješenje dobijemo iz 
y=p 
Primjeri 
PE y"(x*+1l)=2xy 
, šaj ,_ dp jati 
Stavimo y'=ppajey =? i Uvrštenje daje: 4 


dp 2 == 
dx +h)=2xp 


Separiramo promjenljive p 1 x: 
Integriramo: 
Uz supstituciju x? + 1 = t dobijemo: 


Ihhp=ln(x*+1) +InC 


“i 
< In? =n(C,(x*+ 1)] 


283 


Odatle 
p=C(ax*+1) 
a kako je 


d 
i O(e+ 1) 


ili 
dy = C,(x"+ 1) dx 
Jntegriramo drugi put: 


K 
»=C (5 +%x*+ 6.) — opće rješenje. 


Ako se još traži partikularno rješenje uz početne uvjete: 
ža=0 m=1!1iy=3 za &%=0 


dobijemo iz (a) 
= 


Uvrštenje Cy=3 i xx=0 y=1 u opće rješenje daje: 


l=3C, pajeC,= s 
Traženo partikularno rješenje glasi prema (b): 
y=x+3x +1 
2. y" =y SE x 
sebi gr 
p—p=x 
Prema (106): 
J(x)=—1; g(x) = x 


p-č[[€*-xa+0] 


p=č(—xe*—e7* +C,) 


=—x—1+C,* 


dy=(—x—1+C,e*) dx 


»=6q0č— š- x + C,— opće rješenje. 
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(a) 


(b) 


Riješi 


x x+! ] 
Pena b-ažn+e 
ly=—cosx +C,sinx + C,] 


y'cosx + y'snx = 1 
Ci 
y'+2y =4x [x-"—=—Že "4 c,] 


3. slučaj redukcije. 

y'=f/(9y) 
t. j. desna strana diferencijalne jednadžbe ne sadrži nezavisne 
promjenljive. 


Opet stavimo y" -2 = p, ali smatramo, da je p funkcija od y. 


Množeći i dijeleći desnu stranu jednakosti 


s dy, dobijemo 
vata Pe 
gdje je dy = p derivacija » po y/ 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje diferencijalnu jednadžbu prvog reda 
upiy: 
pp=f(y») 


Odredivši odatle p kao funkciju od y, opće rješenje dobijemo iz 


pad 
= "pk D 
Primjeri 
= 3 
1. iz žE 
A y 
Ss: ge. A 62. 
ax I? max" dy de dy 

dp Po MR 

dy y p* 
dp _ dy 
poj) 


Ihp=lny +1nC, 


P=Cy 
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O) ičkide 
ku 


hy=C€x+lhG 


Po definiciji logaritma: 


2. Matematičko njihalo 


Matematičko njihalo, t. j. materijalna točka mase m obješena o nerastegljivoj niti bez težine 
duljine /, izvedeno je iz položaja ravnoteže OO za neki kut o (vidi sl. 101). Treba odrediti zane- 
marivši sve otpore jednadžbu gibanja njihala, t. j. vezu izmedu puta s, odnosno otklona & i 


vremena 1. 


Rastavimo li težinu mg materijalne točke u dvije komponente mg cos & u smjeru niti i 
mg sin u smjeru gibanja, t. j. tangencijalno na kružni luk OA, opažamo, da će se njihalo gibari 
jedino pod djelovanjem te posljednje komponente, jer će se prva poništi napetošću niti. Pre- 


ma tome na gibanje njihala djeluje samo sila 


mg sin o 


racija, t. j. 


hala: 


otklona 7). 
Ili 


Znamo, da je općenito sila jednaka masi puta akcele- 


mle 


gdje je Bi druga derivacija kuta po vremenu, dakle kutna 
akceleracija, a /& obodna akceleracija. 

Izjednačimo li ta dva izraza za silu, dobijemo 
diferencijalnu 


jednadžbu matematičkog nji- 


mlp = —mgsin o 


(Na desnoj strani uzet je predznak minus, jer sila 
mg sin g ima uvijek obratni smisao od smisla kuta 


#=—dsino 


Kako u diferencijalnu jednadžbu ne ulazi eksplicitno nezavisna promjenljiva t (vrijeme), imamo 


3, slučaj redukcije. 


Stavimo 
m izv E — E AV lo 
na, a ta E do 
Uvrštenje daje: 
df Za Ž 
ga TT sin o|- de 
£ LE 
pdp=—-rsno de 
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Integriramo: 


2 
Z-+50++0 .(2) 


Uvedimo prvi početni uvjet: za e = «, gdje je x najveći otklon ili amplituda njihala, kutna brzina 
# =p = 0(vidi sl. 101): 


Odatle 


pa je prema (a) 


PX 8 FA 
=“ poer— po 
ili 
= / že 
P= qa I i 9—cosa) 
Odatle 
di = i 


pa (cos g — cos <) 


EZ dr = ma EVI 
1 \icos g — cos a 


ili 


i nakon integriranja 


Vž«+c9- nu Padiji s 
l Vcos g — cos a 


“To je ehprički integral, koji se dade transformirati u normalni oblik prve vrste (vidi tip V. 
neodređenih integrala). 
Nakon razvijanja u binomni red i integriranja dobijeno slijedeći izraz za vrijeme potpuna 
njihala 7 matematičkog njihala: 
š Ar KOSA 9. že 25... 386 
r- 225 (144 sin sint = + 2 5int 2.4...) 


% * 
4 2. 64 
Iz toga izraza za T vidimo, da vrijeme njihaja ovisi o veličini amplitude «a, a to vodi do 
zaključka o nesavršenstvu običnog njihala za mjerenje vremena. 


Primijetimo: ako bi se njihalo gibalo ne po kružnici, nego po običnoj cikloidi, dobili bismo 
iz diferencijalne jednadžbe matematičkog njihala za trajanje potpunog njihaja izraz 


T=4=]/7. 


u koji uopće ne ulazi amplituda, pa samo cikloidno njihalo ima stalno vrijeme njihaja uz bilo 
koju amplitudu. 
Za male amplitude može se s dovoljnom točnosti uzeti samo prva dva člana reda, a mjesto 


sin e uzeti Z 
2 ze 


U tom slučaju dobijemo približnu vrijednost T u obliku 


rea: (2(1+£) 
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iz kojeg se vidi, da za male amplitude vrijeme njihaja T vrlo malo ovisi o amplitudi a, jer je 


. a 
član 16 malen za male «. 


2 
? : moa a 
Konačno, ako zanemarimo i taj član — 


16? dobit ćemo poznatu približnu formulu: 


T=2n)/— 
8 


Do te formule možemo lako doći i tako, da u diferencijalnoj jednadžbi njihala e =— £ sin g 


uzmemo g? mjesto sin 9, što je dopuštena aproksimacija za male kutove 9, a dakle i za male 
amplitude a. Pokažimo to. 
Diferencijalna jednadžba matematičkog njihala glasi sada: 


e=—fo 
Opet uz 
do : dp, 
vea, a u do P , 
dobijemo: 
. dp g 
odatle: 
2 2 
5 = —_£ > % +C, (a) 
Zag=a i p=9=0 imamo: 
= Zet + C, 
ili 
Ja E 
Ci= STR 
pa je prema (a) 
_d_V£(2 2 
P zo t = 1 (u e“) 
ili 
y g ? 
2 .drt = 
1 Va*—o? 


integriramo: 


V£ m > e 
T (t+C,) =arcsin = 


Brojimo li vrijeme t od položaja ravnoteže OO (sl. 101), bitće g =02a1=0. 


Uvrštenje daje: 
V 5C.=0 
C, == 0 


Ve =aresin A: 
l &% 


pa imamo 
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Odatle 


f=sn5-: 
«a 

ak idi V+ 
=a sin 1 


Dobiveno rješenje diferencijalne jednadžbe kazuje, da njihalo vrši harmoničko gibanje ili 
titranje, naravno uz pretpostavku male amplitude (vidi Dio I, $ 4, 4). Period toga gibanja ili u 
našem slučaju vrijeme potpunog njihaja 


ili 


Te 2" 
& 
I 


T=2:/— 
a 


Žy'y'=1+y? 14C,(y—C) = (x—C,"] 


ili 


Riješi: 


4. slučaj redukcije. 


Diferencijalna jednadžba je homogena obzirom na y, y' iy". 
O homogenosti funkcija već smo rekli prije govoreći o homogenim diferencijalnim 
jednadžbama prvog reda (vidi str. 252), pa znamo, da je na pr. diferencijalna 


jednadžba drugog reda 
sg = 0 


homogena diferencijalna jednadžba stepena homogenosti dva, jer, ako y, yi y“ 
pomnožimo sa A, dobit ćemo: 


Po = No Go Pl — 9 — 0) 
Diferencijalne jednadžbe tog tipa rješavaju se pomoću supstitucije 


v= elzdx 
pri čemu se z = f(x) odredi iz pretpostavke, da je taj izraz za y opće rješenje 
diferencijalne jednadžbe. 
Način rješavanja pokažimo na gore navedenom primjeru 


yyi—y*—6xy*=0 (a) 
Stavimo 
= BE (b) 
Odatle derivirajući po x dobijemo: 
y' _z BEL: "2 


-. 


19 8B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 289 


Uvrštenje u (a) daje: 


ej: dx (z' + 2?) — ožizax e zi— 6xe2izd =0 
Odatle 
etlzax (2 —6x) =0 


Kako prvi faktor ne može biti nula, imamo: 


de 
Koa = 0 
a odatle je š=3 PE, 


Uvrštenje u (b) daje traženo opće rješenje 


[2+ C) dr +C; _ p+Ox+C, _ + , O: 


pk to, 
ČI 
y šić Gi a e“+ C,x 
Riješi: xyy' —xy* = 3yy' [y =C,e:] 
Na isti način rješavaju se homogene diferencijalne jednadžbe toga tipa viših redova. 
Riješši: yy —yy' =0 ly=C, eva hE, E ve 


Cc) Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima 
I. Općenito 


Do diferencijalnih jednadžbi toga tipa često dolazimo u mnogim primjenama 
matematike. 
Opći oblik diferencijalne jednadžbe: 


py + a,2,90—0 +449) +... +04) +ay + ay = (x) 


Diferencijalna jednadžba zove se linearna, kad je linearna, t. j. prvog ste- 
pena, obzirom na funkciju i sve.njene derivacije. 

Ona se zove homogena, ako je njena desna strana f(x) = 0, inače je ne- 
homogena (obrati pažnju na to, da se naziv ,,homogena"' sada upotrebljava u 
drugom smislu nego prije). 


đ,_p> Qu-2>:++> de, di, Geo SU zadani realni koeficijenti. 


2. Linearne homogene diferencijalne jednadžbe drugog reda s konstantnim 
koeficijentima 


Opći oblik: 
y'+ay +49 =0 (a) 
Pokažimo, da se opće rješenje diferencijalne jednadžbe toga tipa dobije bez 
ijedne kvadrature. U tu svrhu dokažimo: 
a) Ako je y, partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe (a), tada iy, = Ciy,, 
gdje je C, bilo koja konstanta, također partikularno rješenje diferencijalne jed- 
nadžbe. 
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Uvrštenje y, = Cyis y2=(COyi i y'2=Cy, u (a) daje izraz 
C,(y“ F ay ZI aoyi) 


koji je jednak nuli, jer smo pretpostavili da je y, partikularno rješenje diferencijalne 
jednadžbe (a), pa je mora zadovoljavati. 
b) Ako su y, i y» dva partikularna rješenja diferencijalne jednadžbe (a), tada 
je Je =y +): također partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe. 
Uvrštenje yo = + Vo=yi+yni1ye =y +92 u (a) daje nakon 
uređenja izraz: 
(X + ayi + oy) + (92 + ay: + 00y2) 


koji je također jednak nuli, jer su y, i y» partikularna rješenja. 

Iz navedenog slijedi: ako su C,y, i C,y, dva partikularna rješenja diferem- 
cijalne jednadžbe (a), tada je y = C,y, + C2y2 opće rješenje te diferencijalne 
jednadžbe, ali uz uvjet, da su funkcije C,y, i C,y» linearno nezavisne, t. j. 
da je 


odnosno, da je 
C,y, + C,y: *a 


gdje je a neka konstanta. 
Uz pretpostavku, da su te funkcije linearno zavisne, t.j. da je C,y, =C,y,0a, 
dobijemo 


y = Ciyi zo C,y2 == Cy:a + C,y2 = (Cea + C,)y, = C'y: 
Lori 
.pa y ne može biti opće rješenje diferencijalne jednadžbe, jer sadrži samo jednu 
konstantu po volji C',. 
Prema tome pretpostavimo li, da su C,y1 i C,y: linearno nezavisne funkcije, 
sadržat će 
y= Ciy1 + Cy, 


dvije konstante po volji C, i C,, pa će biti opće rješenje naše diferencijalne jed- 
nadžbe. 

Slijedi: opće rješenje linearne homogene diferencijalne jed- 
nadžbe drugog reda dobijemo tako, da odredimo dva linearno ne- 
zavisna partikularna rješenja te diferencijalne jednadžbe, pa zbroj 
tih partikularnih rješenja pomnoženih s konstantama C, i C, daje 
opće rješenje zadane diferencijalne jednadžbe. 

Da odredimo ta dva partikularna rješenja, pokušajmo uzeti jedno rješenje 
u obliku y = e", gdje je r konstanta. 

Uvrštenje y = e"; y' =res i y" =r'e"* u diferencijalnu jednadžbu 


y»"+ay +ay=0 (a) 


daje 
ex(r*kar+a) =0 
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a kako je 
er* + 0 
bit će 
r.+ar+4=0 (b) 


Vidimo, da funkcija e"* stvarno zadovoljava diferencijalnu jednadžbu, ako r 
zadovoljava jednadžbu (b), t. j. ako je r korijen kvadratne algebarske jednadžbe. 


Budući da kvadratna jednadžba ima dva korijena r, i r,, dobit ćemo i dva 
tražena partikularna rješenja en* i er* (o slučaju kad je r, = r, kazat ćemo malo 
kasnije), koja su linearno nezavisna, jer 

u = en—rx 
e':* 
uz naše uvjete, da je r, # r,, nije konstantna veličina. 

Jednadžba (b) zove se karakteristična jednadžba, jer o ,karakteru" 
njenih korijena ovisi opće rješenje diferencijalne jednadžbe. 

Kako vidimo, karakteristična jednadžba dobije se iz zadane diferencijalne 
jednadžbe (a) tako, da se uvrsti 


r* mjesto y“ 
romjesto y 
l(=r") mjesto y 


Rješavanje diferencijalne jednadžbe (a) svodi se dakle na rješavanje obične 
algebarske kvadratne jednadžbe s realnim koeficijentima a, i a. 

"Rekli smo, da ,,karakter' općeg rješenja diferencijalne jednadžbe ovisi o kori- 
jenima karakteristične jednadžbe. Promotrimo pojedino sva tri moguća slučaja. 

1. Korijeni karakteristične jednadžbe r, i r, su realni i različiti. 

U tom slučaju opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi: 


+= C,enx* + C,er* 


. Primjer 


y +3 zao 
Karakteristična jednadžba: 
2 — E 
r2+ 5) r 3 0 
l l l 
ni===—+ iz no n=—!l 


Opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi: 


y=(Cehx +C,e—x 
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2. Korijeni karakteristične jednadžbe r, i re su konjugirano kompleksni, t. j. 
n=a+birn =a—b. - 
Opće rješenje diferencijalne jednadžbe ima formalno isti oblik: 


= C,ea+b)x LC, da—b)x 


jer su funkcije ea+20)x | ea—b)x linearno nezavisne (njihov je omjer #24 + const), 
ali se obično transformira tako, da se uklone kompleksni brojevi. 
Provedimo tu transformaciju. 


s= G. c(a + bi) x -+ G ea—b)x 
Odatle 
= Gi esx obix + & caxe—bix 
ili 
v= edx (C, ežix + Gi e>- bix) 


Prema Eulerovim formulama (vidi Dio I. € 19) 


e*ix=cosx +isinx 


imamo ' 
y = e=*(C,cosbx ++ 1C, sinbx -+ C,cosbx — 1 C,sin bx) 
a odatle 
y = e2[(C, + C,) cos bx + i(C, — C,) sin bx] 
Stavimo li 
Gi > C, = A 
1 
i(C,—C,) =B 


dobijemo opće rješenje diferencijalne jednadžbe u realnom obliku: 
y =e%*(Acosbx + B sin bx) 


gdje su A i B realne konstante po volji. 
Očito je, da za C, i C, treba uzeti konjugirano kompleksne veličine, da budu 
Ai B realni, jar za C,=a+bi i C, =a—bi dobijemo: 
C, +C, = 2a 
i(C, — C,) = i(2bi) = — 20. 
Konačno i taj oblik općeg rješenja možemo transformirati u drugi. 


U tu svrhu stavimo 
A=CsinD 


B=CcosD 


gdje su € i D opet konstante po volji. 
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Uvrštenje daje 
y = e2*(C sin D + cos bx + C cos D - sin bx) 


a odatle je 
y = Ces*sin(bx + D) 
Prema tome 
> = C, ea +bi) x > C,ea—bi)x 
= e""(A cos bx +- B sin bx) (108) 
= Ce"sin (bx + D) 
Primjer 
r 
LE »" +4y +13 =0 
r2+4r+13=0 
na=—2+V4—13=—2+3i 
y=Ges>2+8* 4 C,e-2—39x 
Prema (108) 


y = e—2x(Acos3x + Bsin3x) 
2. Imali smo diferencijalnu jednadžbu njihala za slučaj vrlo rmnale amplitude a: 
.. £ * . 
p==% (vidi str. 288). 


Kako ta diferencijalna jednadžba spada baš u tip, koji promatramo, riješimo je sada i na taj način. 


Stavimo 
& = 2 
I k 
pa je a 
g+ko=0 
r.+k*=0 
"aL = *b ki 


= C, ekit + Ce e—kit 
ili prema (108) 
% =Csin(kt + D) — opće rješenje. 


Opet smo dobili jednadžbu harmoničkog gibanja perioda T = Za ,akakoje k = / x bit će vri- 


T=22)— > 
E, 


3. Korijeni karakteristične jednadžbe su jednaki, t. j. dvostruki: 


jeme potpuna njihaja 


ii=rn=T1 
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U tom slučaju y = C,e"? + C,e%" ne može biti opće rješenje diferencijalne 
jednadžbe, jer za t, = r, = r dobijemo: 


y=e€(C,+C) = Ce: 


pa bi opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda imalo samo jednu kon- 
stantu po volji, a-to ne može biti. 

Da odredimo drugo linearno nezavisno partikularno rješenje, pretpostavimo, 
da to drugo rješenje ima oblik 


Y =I,u (a) 


gdje je u tražena funkcija od x, a y, = €“ prvo partikularno rješenje. 
Budući da je y, rješenje zadane diferencijalne jednadžbe, ono je mora zado- 
voljavati. 
Računamo : 
X =y, +uy 
M" =yu“ + Žuy, + uy,“ 


Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu 
y" +4qay + a) = 0 
daje: 
yu +2 +ay) HO" t+ay +ay)u=0 
Prva zagrada jednaka je nuli, jer je 
2y, +4), =2re% +e =(2r+a)€" =0-e=0 

prema poznatom svojstvu korijena kvadratne jednadžbe, da je zbroj korijena jednak 
koeficijentu od nepoznanice u prvom stepenu s protivnim predznakom. U našem 
je slučaju r+r = —a,. 


I druga se zagrada poništava, jer je y, rješenje diferencijalne jednadžbe. 
Ostaje 


ili u' =0 


Za u možemo dakle uzeti bilo koju funkciju od x, čija je druga derivacija jed- 
naka nuli. Uzmimo najjednostavniju/i to 


u =x 


jer je w=1,pajeu" =0 


Drugo partikularno rješenje glasi dakle prema (a): 


Y, = xa 
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Imamo sada dva partikularna rješenja diferencijalne jednadžbe, koja glase: 


Nh=€ 1y=xe? 


i čija linearna nezavisnost pada u oči. 
Prema tome, ako je r, = r, = r, opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi 


»=(C,6 +C,xe" 


Primjer 
y'+2y ty=0 


r>+2r+1=0 


na=—1+\I—i=—1 


v=(Ce—* + Gxe—x*=e>—x(C, +(C.x) 


Sve što smo rekli za homogene diferencijalne jednadžbe drugog reda vrijedi 


i za 


3. Linearne homogene diferencijalne jednadžbe viših redova s konstantnim 
koeficijentima 


Njihov je opći oblik: 
y + aa ranje d+ i... +4y +4y +4y=0 
gdje dua dase >» 4 4 i a, zadane realne konstante. Rješavaju se na 
slični način kao i diferencijalne jednadžbe drugog reda toga tipa. 
Prvi korak. Pišemo karakterističnu jednadžbu, koju dobijemo iz zadane dife- 
rencijalne jednadžbe tako, da uvrstimo: 


r" mjesto y(7 
y"—! mjesto y("—!) 


r* mjesto y“ 
ro mjesto y 
I mjesto y 
Drugi korak. Rješavamo tu karakterističnu jednadžbu i određujemo njene 
korijene. 
MTTeĆi korak. Pišemo opće rješenje diferencijalne jednadžbe zbrajajući .poje- 
dina "partikularna rješenja pomnožena s konstantama po volji C,, C,_,,....)C2 C,, 


pri čemu pamtimo: 
1) Svaki realni različiti korijen r karakteristične jednadžbe daje partikularno 


rješenje oblika €". 
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2) Svaki par konjugirano kompleksnih korijena (a + bi) karakteristična 
jednadžbe daje dva partikularna rješenja oblika 


e““cosbx i e**sinbx 


3) s—struki korijen karakteristične jednadžbe daje s partikularnih rješenja 
oblika 1) odnosno 2), pri čemu se prvo rješenje množi s 1, drugo s x, treće s x? 
it. d. i konačno s-to rješenje množi se s x:—!. 

Postupajući na taj način, dobit ćemo pri rješavanju linearne diferencijalne 
jednadžbe n-tog reda u partikularnih rješenja, koja su linearno nezavisna. 

Da se u to uvjerimo, možemo se poslužiti determinantom Vronskoga: 


DU E datssanina y, 

SK < M eroskadnn M 
E i 3 e ai eas ve 

prdi) : y (n—1\) 


Da je sustav od n funkcija 


Yo Vp> Yq3 ao eona ske JA 
sustav zavisnih funkcija, nužno je i dovoljno, da je determinanta Vronskog 
W, =0 
(O determinantama vidi $ 1. III. dijela Repetitorija). 
Na pr. za diferencijalnu jednadžbu drugog reda dobili smo partikularna rje- 
šenja 
NX = eh* 1 = e"? 


Uvrštenje u determinantu daje: 


ez e':* 
z ž 
ki 


W. = 


2 


=rdntnx—rentos = eni. (r,—r) #0 
za r, Ea KR 
Uz taj uvjet y, i y, su linearno nezavisne funkcije. 


Pamtimo, konačno, da opće rješenje diferencijalne jednadžbe n-tog reda mora 
sadržavati n konstanata po volji! 
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Primjeri 
LE y"—y=0 
rP"—i=0 
ili 
(r—lj(rč+r+l) =0 


: 1 V+ i £V3 
n=l r+r+1=0; == zele- leti 


mii mare 
y=(Ce+cC,e + Ci,e 
ili prema (108) 
X 
y=(CČ+ez (cos 2; + C,sn\ 3») 
2. : ya) +3y" +3y" +y=0 


ri+3Zrš+3žrč+r=0 
r(r3+3r?+3r+1) =0 


r(r+1)' = 
Odatle: 
n=0 Noa =—1 
y=(€C+0C,e—x + C;xe—x +C,x?e—x 
ili 
y=(C+e>*(C+Cyx+C,x5) 
3. yW) +0) +29 +29" +y+y=0 
+r+2+2+r+1=0 
Kušanjem određujemo prvi korijen ili rješavamo jednadžbu kao recipročnu. Dobijemo r, = —1. 
Podijelivši karakterističnu jednadžbu s (r + 1) dobijemo: 
rs+2r2+1=0 
ili 


(7+1)?= 
odatle 
naz +i nsg=—i 
y=(Ce-* +C,es + Cyxe'x + C,e—ix + C, x e—ix z 
ili 


y=(Ce—* + (C,es + C,e—i*) + x(C,e'x + C,,e—ix) 


Prema (108) imamo: 
y =C,e-* + C,c0sx + C,sinx + x(C,cosx + C, sin x) 


i konačno 


y=(Ce-x+(C,+ C, x) cos x + (C, + C;x) sin x 


4. yV\D +H2y'"+y=0 
*+25+1=0 
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Stavimo li r" = m, dobijemo bikvadratnu jednadžbu: 
m'+2m+1=0 


ma=—1 
pa je 


3 
r=\—1 
3 


Izračunavši sve tri vrijednosti \— 1 pomoću Moivre-ove formule (vidi Dio I., 1, 2) dobijeme 


ra 

.V3 

nz 2 rus 
naz —! 

K.V)8 

67 RESLAE UD 


(Korijeni su dvostruki, jer je my,x = — 1 dvostruki korijen). 


ku 3 18 


»=cC, dz ia ra M. 2): +C;e—x+C,xe—x m9 i: PE) 


Vo 


V3 


x 
o 3 
»=(C, +C,x) e—x + e2 [«c, "cos “2 Polis + 


V3 


2 * +C,sin 159] 


ud x(C, cos 


EJ 3 3 
y=(Cy+C,x) e-* + e2 [(c, + Ce x) cos SK + (C;+C4x) A «| 


“ Riješi: 
ydW)—16y = 0 [y = C,ežx ++ C,e—2x + C, cos 2x + C, sin 2x] 
UD +2y" 4+y=0 [y=€C, + C,x + Cje—* + Cixe>+] 
yVD + 64y = 0 (vidi Dio 1., $ 1,2) 
2)" +39 —3yi —2y =0 (vidi Repet. element. matem. I. $ 11,4). 


4. Linearne nehomogene diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima 


Opći oblik 

M + aga ymD FP apo + 2 + ay" +ay +4y =f(x) 
gdje SU 4-9, sni će , 42, 41, , zadane realne konstante, a f(x) zadana funk- 
cija od x. 


Opće rješenje glasi: 
P=mTI 
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Tu je 

Yo — Opće rješenje prikraćene diferencijalne jednadžbe, t. j.. homogene dife- 
rencijalne jednadžbe, koja se dobije iz zadane tako, da se desna strana f(x) stavi 
jednakom nuli. 

"% — partikularno rješenje zadane nehomogene diferencijalne jednadžbe. 

Budući da opće rješenje homogene diferencijalne jednadžbe već znamo odre- 
diti, pokažimo, kako glasi partikularno rješenje x za pojedine slučajeve funkcije 
f(x). U tu svrhu razlikujemo šest slučajeva: 


I. f(x) je polinom, 
II. f(x) je eksponencijalna funkcija, 
III. f(x) je funkcija sinusa ili kosinusa, 
IV. f(x) je algebarski zbroj funkcija navedenih u predašnjim slučajevima, 
V. f(x) je umnožak polinoma i eksponencijalne funkcije. 
VI. f(x) je umnožak polinoma, eksponencijalne funkcije i funkcija sinusa ili 
kosinusa. 


I. slučaj. Desna strana f(x) diferencijalne jednadžbe je polinom 
n-toga stepena 


U tom je slučaju x također polinom, ali stepena r + n, gdje je r red najniže 
derivacije, koja ulazi u zadanu diferencijalnu jednadžbu. (y se smatra kao da je 
derivacija nultoga reda, pa ulazi li u diferencijalnu jednadžbu y uzima se r = 0). 
dok je » stepen polinoma na desnoj strani zadane diferencijalne jednadžbe. Daljnji 
postupak jasno slijedi iz primjera. 


Primjeri 
I. y"+2y=x +1 
Prikraćena diferencijalna iednadžba: 
y'+2y=0 
"+2=0; na= tiVz 
Yo = C, cos 2x +C,sin\'2 x (a) 
n=? r=0 n=2; r+n=2; nje dakle polinom stepena 2: 
1=a4x'+4x +4 ; (b) 
Odredimo 
424 i 4. 


Kako je 1 partikularno rješenje zadane diferencijalne jednadžbe, vrijednosti 1, n' i n'“ moraju 
zadovoljavati diferencijalnu jednadžbu. 
Računamo: 
1 =24,x + a, 


n"=2, 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 

24, + 24.7 + 244x +28 = x2 +1 
ili 

2a,x* + 2a,x + (2a, + 200) = x* +1 
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Dva su polinoma indentički jednaka, kad su im jednaki koeficijenti od istih potencija x. 
Dakle 


2a, = | 
26. = odatle: 
2a, sr 2a9 = 
a=3> &4=0 a=0 
Uvrštenje u (b) daje: 
st 
ni 2 


X 


y=(€GcsV2 x+ C,sinV'2 x E: 


i 


y'—y =1+2x— 3x" 
r*—r=0 
rr—1) =0 rn=0 n=1| 
M=(C+C,e 
1=? r=\l n=2 r+tn=3 
1=4,x"+4,x"+4Xx +4 
no =34x"+24,x +4, 
n'=64,x +24, 
Uvrštenje (c) u (a) daje: 
6a,x + 2a,— Ju;x*—Ua,x— a =1+2x—3x? 


ili 
—3a,x* + (6a,— 24.) x + (20,— a) 23x"+2x +1 


Odatle 
—3a, = —3 
6a,—2a,=2 Odatle: 
20,— a =1| 


ay=1; 24=2 a=3 
Uvrštenje u (b) daje: 
1=x+2x"+3x +4 
Prema y =y +1 imamo: 
y=C+Ce +x5+2x5+3x +4 
ili uz 
C, +4 =C 


y=(CT+C,ex* + x" + 2x? + 3x 


(c) 


(a) 


(b) 


(c) 
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3. Primjer iz čvrstoće. 


Izvedimo Eulerovu formulu za vrijednost kritične sile P, kod koje se vertikalni štap 
upet donjim krajem počinje izvijati (sl. 102). 
Diferencijalna jednadžba elastične linije nam je poznata (vidi primjer 2 na str. 281): 


pa je 


y»' >0. 
Odatle 


Sl. 102. 


._ M 


» 


Za presjek m — n u udaljenosti x imamo prema slici 102: 


Mx =P(8—y) 


o P 
y =£1(8- 


diferencijalna jednadžba elastične linije za naš slučaj. (Na desnoj 
strani uzet je predznak +, jer je elastična linija konkavna, pa je 


a to je baš slučaj I. nehomogene diferencijalne jednadžbe, jer je na desnoj strani konstanta, t. j. 
polinom nultog stepena. Odredimo opće rješenje y = y9 + 1 diferencijalne jednadžbe. 


Označimo 
P - 2 
m“ (a) 
pa imamo 
y' +aiy = a8 (b) 
Karakteristična jednadžba: 
r>+a"=0 
. Nnzz= tia 
M=(Cezx + C,e—iax 
ili prema (108): 
Ya = Acos(a x) + Bisin(a x) (c) 
=? r+n=0+0=0 
“=a (polinom nultog stepena) 
"=0 n'=0 
Uvrštenje u (b) daje 
ača, = a8 
pa je 
d= 8 
Opće rješenje y = y9 + n glasi dakle: 
y=Acos(xx) +Bsin(ax) +8 (d) 
Odatle 
(e) 


y' =—Aa«asin(ax) + Bacos(a x) 


Uvedimo početne uvjete. 
Prema slici 102: zax=0 y=0 
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i y=tga=0 


Uvrštenje u (d) i (e) daje: 


Odatle: 
A=—8 i B=0 
pa partikularno rješenje prema (d) glasi: 
y=—B8 -cos(ax) + 8 
ili 
y = 8[1—cos(a x)] 


Iz slike 102 vidimo dalje, da je na gornjem kraju štapa, t. j. za x = | progib y = 8 


Uvrštenje u (f) daje: 
. 8 = 8[1 —cos(a 0] 
ili f 
cos (xl) = 0 


Znamo, da je kosinus jednak nuli, kad je njegov argument, u našem slučaju « (, jednak 1 + s» 2 E 


5.2 .... ili općenito za (2n + »:5. 
Imamo dakle 

«l=(m+03 
a odatle je 

mije 


Uvrstimo li tu vrijednost « u našu oznaki (a): Er = a", dobijemo 


Fe tena 
EI 41? 
pa izraz za traženu kritičnu silu P glasi: 


p=2 + 1)2- m2EI 


41? 
Najmanju kritičnu silu P, t. j. silu, kod koje nastaje mogućnost izvijanja štapa, dobijemo za 
n=0: 
nžEI 
Pir "4 
Riješi: 
“M-a kcal 
y' —dy —Sy=x+3 [y- Ges + Ce: — “5 
yU—3y +2y =? [» =(Ce—x +C,e + C,xex + 
+ dla +5x+> 
2 
" , i 
y"" + dy —5y = 1 y=Ge +Ce-*—-= S 
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II. slučaj. Desna strana, diferencijalne jednadžbe je f(x) =:kež, 
gdje su k i b zadane konstante 


U tom slučaju partikularno rješenje glasi: 


ke 
"= Pit) (A) 
ako eksponent 2 nije korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 
bir f+trtrt.... 
kxe: 
ako je b jednostruki korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 
b=t tite... 
kx*e'z 
va P"(b) (C) 


ako je b dvostruki korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 


b=nu=niti hn «e: 


it. d 


Tu je P(6) lijeva strana karakteristične jednadžbe, u koju je uvršteno r =, 
a P'(b) i P"(b) su derivacije tog polinoma. 


Primjeri 
 k: g —3y' +29 = 7 ex 
r—37r+2=0 (a) 
r—dr+r4e2=0 
r(r*—4) +(r+2) =0 
r(r+2)(r—=2) +(1+2) =0 
(r+2)(r"—2r+1) =0 
n=—2 naz 1 
Yo=Ce-žx +(C,+C,x] ex (b) 
b=3#rn +$r,— slučaj (A). 
Prema (a): 
P(b)=b—3b +2 
azab=3 


PG) =27—9+2=20 
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Uvrštenje k = 7,b =3 i P(b) = 20 u (A) daje: 
7 e3x 


20 
pa opće rješenje y = y + n glasi 


y=(Ge—č* +(C,+C,x) ex + 5 ešx 


2. Uzmimo sada. da zadana diferencijalna jednadžba glasi: 
y"—3y +2y = Te—žx 
toj. promijenimo cksponent od e u diferencijalnoj jednadžbi primjera I. 
Kako je razlika samo u eksponentu od e, jer je sada b = —2,y ostaje isti. ali se n mijenja. 
=—2=r #r,+r,—imamo slučaj (B). 
P(b) =b—3%b+2 


P'(b)=3*—3 
azab=—2 
P(>2)=34—3=9 
Uvrštenje u (B) daje 


Txe— 2x 
9 


pa opće rješenje glasi: 


7 
y=QCe-č* +(C,+C,xJe* + zr 2x 


3. Neka naša zadana diferencijalna jednadžba glasi konačno: 
yU—3yi +29 = 7e 
Opet je razlika samo u cksponentu od e, jer je sada b = 1, a kako je 


b=n=r,#+T 
imamo slučaj (C). 
P(b) =b"— 3 +2 


P'(b) = 36 —3 
P'(b) = 6b 
azab=1| 
P(D=6 
Uvrštenje u (C) daje 
RER 
"EE 


pa opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi: 


Ra 
y=(Ge-?* +(C,+C,x) e" + se 


Riješi: 

py +3y —y = ežx [(C, + C,x + Cye*Je* + e2x] 
z 5 

PU —5y"' +3 + 9 = 5e3x E =—1l; v=Ge-*+(C,+C,x] e3x + zed 


20 8B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 305 


Primjedba. Ako je desna strana diferencijalne jednadžbe algebarski zbroj 
eksponencijalnih funkcija, tada se odredi partikularno rješenje za svaku eksponen- 
cijalnu funkciju posebno, pa je opće rješenje 


y=ym+Nnm+Nnt.... 


Primjer 
y' —6y +8y = e + 62x 
r*—6r+8=0 
odatle 
n=4 rn=2 
Ye = Cet" + C, e2x 
y'—6y + 8y = ex y"—6y + By = e7x 
b=i|žrnš#r, b=2=ni#tr 
Prema (A): Prema (B): 
P(b) =b"—6b + 8 P(bB) = 20 — 6 
PU) =3 PQ) =—2 
ex x e2x 
ee m? 
y=Ce + Ce" + Lana 
A = 3 2 
Riješi: 


: : : 3 7 
y +2y +y=3Je—* + Težx [» = (C+C,xJe—* + > xe—*+ 5%) 


III. slučaj. Desna strana diferencijalne jednadžbe je 
f(x) = ksin(mx) ili kcos (mx) 


U tom je slučaju: 
n = Acos(mx) + Bsin (mx) 


gdje su A i B konstante, koje treba odrediti iz uvjeta, da je 1 partikularno rješenje 
zadane diferencijalne jednadžbe, pa je mora zadovoljavati, dok je m zadana kon- 


stanta. 
Primjeri 
JE NN —3y —d4y = sin x 
r>—3J7r—4=0 n=4 n=—! 
N=(C+C,e—* 
1 =Acosx + Bsinx 
nl =—Asinx + Bcosx Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 
n =—Acosx—Bsinx 


—Acosx—Bsinx + 3Asinx—3Bcosx—4Acosx —4B sin x = sin x 
ili 


(—5A—3B)cosx +(3A—5B)sin x = sin x 


Izjednačime koeficijente od cos x i sin x lijeve i desne strane jednadžbe: 
—5A—3B=0 


3A—5B=1| 
Qdatle: 
3 5 
45 34 
pa je 


= KIPAR JK Pava 
1" 34 


yephn= Get + Ce + 353 005 —5 sin) 


2. y' —4y —5y = 4 cos 3x 
r*—4r—5=0 n=5 n=—1 
Ya = C, 65% + C, ex 
No =Acos3x + B sin 3x 
no =—3Asin3x + 3 B cos 3x Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 
n'=—9Acos3x —9B sin 3x 


—9 A cos 3x —9 B sin 3x + I2 A sin 3x — 12 B cos 3x — 5 A cos 3x — 5 B sin 3x =. 4 cos 3x 
ili 
(— 14 A —12B) cos 3x + (I2A — 14 B) sin 3x = 4 cos 3x 


Qdatle: 
—_I4A—12B = 4 
I2A—14B=0 
Odatle: 
14 12 
Ao=phe=E 
pa ic 
14 12 
= — 35 693% — 53 sin 3x 


y=(C 65 + Cje-— sa cos 3x + 6 sin 3x) 


Važna primjedba. Ako diferencijalna jednadžba ima oblik 
y" + my == ksin (mx) ili y" +miy = kcos (mx) 
(na pr. y" +4y = 7c0s2x; y" +y=5sinx i sl) 
gornja supstitucija y == A cos (mx) + B sin (mx) ne vodi cilju, jer uvrštenje vri- 


jednosti za 1, mi i m“ u diferencijalnu jednadžbu pretvara lijevu stranu jednadžbe 
u nulu, pa koeficijenti A i B ostaju neodređeni. 


Isto vrijedi za jednadžbe, kojima je desna štrana ista, dok je lijeva strana 


yim — m*y, odnosno yt!Y! + 2 my" > nyi si 
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U tom slučaju moramo sin (mx), odnosno cos (mx) prikazati prema Eulerovim 
fermulama u obliku 


emix — e—mix 
2i 

emx -|- e—mx 
2 


sin (mx) = 
(a) 


cos(mx) = 


(vidi Dio I. & 21) pa na taj način svesti ovaj slučaj na drugi, t. j. na slučaj, kad je 
f(x) eksponencijalna funkcija. 


Primjer 
y' +9 = 4sin(3x) 
r?+9=0; naz +3i 
Yo = Cješix + C,e—ši* = prema (108) = C, cos 3x + C, sin 3x 
Prema (a): 
Jix — e—di 
y' +9%= «= 
ili 
io Žlos 2 ; ; 
y'+9%= = ošix — a (vidi II. slučaj!) 
y' +9%= + ešix y'+9%= — zeka 
b=3i=nš*tr, b=—3Ji=r+*+tr 
Prema (B): Prema (B): 
a k x ox pe kxebx 
17 PV) 1" 56) 
P(b)=b?*+9 P(b) =b*+9 
P'(b) =2b P'(b) = 2b 
P'(3i) = 6i P(—3:) = —61 
Ixedix Ixežix 2x e—3ix 2Ixe—šix 
mt 6 mg TI 


: 2 ši —3 
Y=y+NM + = C, cos 3x + C,sinšix— 3 Le 


ih prema (a) 


»y=(C,c0s3x + C. sin 3x — 3. x cos 3x 


2 y" +y = sin x-sin 2x 


Prema poznatoj trigonometrijskoj formuli imamo (vidi Repet. elem. mat. III. 6 10): 


»"+j) = Z [cos(x — 2x) — cos 32] 
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sky Z (cos x — cos 3x) 


r+1=0 ; ne= +i 

= GC e" + C,e—iž = C, cos x + C,sin x 
št l 

y +ti==— 00% 


l 
y"+y»= 5 Cos x 
Na isti način riješimo i ovu jednadžbu 


m m 


s b=i=n+tr 
y" +y= == e—3ix 


š, 
" = — (x 
s ba di Toka 
"ši =—— 
Lo za 


_ kxebx 
P'(b) 
P(b) =6%+1 
č=JkEkhfn 
P'(b) = 2b G 
: : kebx 
Pi) =2i 1 7 Prb) 
xcix 
s: P(b) =b2+1| 
M 4 g 2 / 
P(+3) = —8 
y gazi : ie 
a: Ee 
=—_i= r, + I 32 
1 
P(—ij=—2i sija pe 
xe-: e—3ix 
h=—2-2 KE 
| ešix + e—dix 1 
hum a Ne 


X ex — e—ix 1 “ 
= —xsnx 


h+h+=7 Za 4 
y=»+m+nm+nm+n 
»=€C,c0sx +C,sinx + zx sin + 75 005 32 


yi _16y =5sin2x 
r"—16=0; (*—=4(7+4) =0; r"ra= +12; naz +2 
X = C:67 + C,:6777 + C,:005 2x + Cy-sin 2x 


eli — e-tiz 


= = 
y 16y=5 ži 


(IV) _ = eats 
y 16y ži e 


OV jA 2 e 
y l16y ne 
b=2=r+rštr+rn b=—U=nitrnštrnitr, 
EKE? 
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PQ) =b'— 16 


PG) =46 
PE (2i) = A(2) = —32i P'(— 2i) = 4(— 2i)! = 32 
BE a M I >52. BEŽ sa gats 
jeg doš Adi rs =a" 
Žir -žtiz 5 
m+n=ze zreo: 


y=€C,:6%"+C,:€* + C, cos 2x + C, sin 2x + 5 X> COS 2x 


Riješi: 
x" —Ty + 6y = snx 
y" + 4y = cos 2x 
y"+y=5sinx 

(Iv) 


y —y=cosx 


TV 4 2aty" + a'y = cos (ax) 


[»- C, 65% + C,e* + 507 cos x + 5 sin») 

[»= C, cos 2x + C, sin 2x +3 x sin2s] 

[»=C.cosx - C,sinx—3 x cos x] 

[y = C:č +C,€7* + Coos x + Cassina — 2 xesina] 


2 
[y=(A+Cx) cos(ax) + (B + Dx) sin (ax) — ša cos (ax)] 


IV. slučaj. Desna strana diferencijalne jednadžbe f(x) je zbroj poli- 

noma, eksponencijalne funkcije i funkcije sinusa ili kosinusa 
Na gore opisani način odreduje se za svaki pojedini član desne strane f(x) 

diferencijalne jednadžbe partikularno rješenje mn, pa je opće rješenje 


y=y+NMm+FN+NH... 


Primjer 


r 


šir amo 
Imamo prvi slučaj: 
r+n=2 


rm0; n=2 


*—i=0; 


y"—y=il—xt+ež 


nez il 
N=Ge +C,e—> 
y" dm ežx 


Imamo drugi slučaj: 


Di -ax'+ax+ b=2+n*+n 

 =2ax +a, Prema (A): 

" =2a k ebx 
2a,—a,x*—ax—a,=i|1—x! 1 716) 
—a,x'—ax +(24a:—a4) z—x"+| P(b) = b'—1 
—a=—|1 a=1| 
—a,=0; a,=0 PQ) =4—1|1=3 
2a.—a.=1l; &=1| e2x 

(= 


Mm=x+1 


i 
ženrurno=dietaort+tsrr+ze 
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Riješi: 


y"=— Ty + 10y = 10x + 10 sin x [» =(C 65 + C, ex + + Tha 0002 +9 sin») 
x 
"=yažte [»-ae + e-T(ceol x + 0,sinA 2) 2+ ze] 


V. slučaj. Desna strana diferencijalne jednadžbe je 
f(x) = (Ap +A, 2 +... + A1x + A) 
t. j. umnožak je polinoma n-tog stepena i eksponencijalne funkcije. 
U tom je slučaju 
n=x(a,x"+a,_,x-! +... + ax + ae 
Tu je 
s = 0, pa je x* = x = 1, ako b nije korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 
bižnt*tr, + zA 
s= |, ako je b jednostruki korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 
b=nf+ntr,+ 
s = 2, ako je b dvostruki korijen karakteristične jednadžbe, t. j. ako je 
b=n=ntn+n#.... 


Vidimo, da u 9 ulazi polinom istog stepena 1, čije mam e; t-bsa 
4,, 4 treba odrediti. 


Primjeri 
L ytt+y—6y =(3—4x) e 
r"+r—6=0 n=2 n=—3 
Yo = C, e2% + Ci e—3x 


s=0jerjeb=1|+rn+tr 
n=(ax+a)e 


n=(ax+a)e +a,e* 
ili 
n=e(ax+4+a) 

n'=ae+(ax+4+a,)e 
g n=e (ax +24 +) 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 

e(ax+2a+a+ax+4+4—6a,X — 60,0) =(3 — 4x) e“ 

Podijelivši s ex i uredivši dobijemo: 

— 4a,x + (34, — 409) E 3 — 4x 


Izjednačimo koeficijente: 
—4la,=—4 


34, — 40 = 3 
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a=1; đ«o=0 


n=(ax+a)e =xe“ 


y=yxmt+n=(Cex +C,e-3x + x ex 


2. y'—Sy +60 =(1—x)e2x 
ri—5r+6=0; rn=3 n=2 
Yo = Geš* + C, 62 
s=1 jaajeb=2=rš*+r 
n=x(ax +) ex 
ili 
n=(ax*+ax) ex 
n = 2(a, x? + 4x) e2x + e2x(2a,x sf 4) 
ili 
n = e2x(2a,x? + 2aox + 2a,x + a0) 
ili 
n=ezx[2a,x!+2(4 +a)x + a0] 
n=ex4ax+2(4 +4) +2[2ax7+2(4, +4) x + 00)] ež: = 
=e*(4ax +24 +24 +4ax*+4(a+4)x +24] 
ili 
n=ez[4ax2+(84+44)x +24 +44] 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 
e2x ([44,x? + (Ba, + 440)x + 2a, + 440] — 104,x2— 10/4, + 40)x — 5 + 64,x? + 64gx) = 
=(1—x) ez 
Podijelivši s ežx_i uredivši dobijemo: 
—2ax+(24—a) =1|1—x 
Izjednačimo koeficijente: 


l—a=| a= 


Uvrštenje u n = x(a, x + ao) * e2x daje 


2 
n = 


X=x»+n=(C 8+ Ce + Ze 


Riješi : 
—T7y +12y=xze [x-Ge+ Ce + Le] 
i“ 
sV=yaeza |»-Ge +C,e-*+(C,cosx + C,sinx + x e] 
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VI. slučaj. Desna strana diferencijalne jednadžbe ima oblik: 


f(x) = P,(x)e** cos Bx 
ii (a) 
f(x) =P,(x)e2* sin Bx 


gdje su a i B zadane konstante. U tom slučaju partikularno rješenje diferencijalne 
jednadžbe glasi: 
n=x'e*[0Q,(x) cos Bx + R,(x) sin Bx] (b) 
gdje je: 
s =0, ako jea +iB nije par konjugirano kompleksnih korijena karakte- 
ristične jednadžbe, 


s=1, ako je« +1iB jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena ka- 
rakteristične jednadžbe, 


s=2 ako jea +iB dvostruki par konjugirano kompleksnih korijena te 
jednadžbe i. t. d. 


dok su Q,(x) i R,(x) polinomi istog stepena kao i zadani polinom P,(x) 


Njihove koeficijente određujemo metodom neodređenih koeficijenata. 
Isti oblik ima partikularno rješenje mn, ako je desna strana diferencijalne jed- 
nadžbe oblika: 


f(x) = e“*[P,(x) cos Bx + P,,(x) sin Bx] (c) 


t. j. zadani su polinomi različitog stepena n i m, pri čemu treba u Y) uzeti polinom 
stepena n, ako je n > m, odnosno stepena m, ako je m > n. 


Primjeri 
I y"+2ly +y=x?e-x cos x 
r_+2r+1=0 
"2x=—!1 +Vi=i=—| 
Y=(C€e-*+C,xe-x 


Iz uspoređenja desne strane zadane diferencijalne jednadžbe s njenim općim oblikom 


f(x) =P,(x) e%* cos Bx 
vidimo, da je 


pa je 
a«+kifP=—id+i 
a kako karakteristična jednadžba uopće nema konjugirano kompleksnih rješenja 
s=0 
pa je s=x=1 
Dalje imamo xt= P,(x) 
dakle Q(x) =a,x"+4,x +4, 


R,(x) =b,x?+b,x +, 
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Partikularno rješenje glasi dakle: 
n=e-*[(a,x2+a,x +) cosx + (b,x? + b,x +b,) sin x] 


Neodređene koeficijente a,, 4,, Go 02, b, i b, odredimo pomoću uvjeta, da je 1) partikularno 
rješenje zadane diferencijalne jednadžbe, pa je mora zadovoljavati. U tu svrhu računamo rm“ 
i m“. Nakon uređenja dobivamo: 

no=e-x (t(—a,—b,) x*+(—a+2,—b)x+(—a,+b,—b,)) sin x + 
+[((8,—a,)x*+(24,+b,—a)x + (a, +6 —4)] cos x) 

n“ =e-x([+24,x* + (—4a, —4b, + 20) x + (2b, — 2, — 26, + 240)] sin x + 
+[—26,x"-+ (46, — 4a,— 2b,) * + (24, + 20, — 24, — 22,)] cos x) 

Nakon uvrštenja dobivenih izraza za m“, n' i m u diferencijalnu jednadžbu i uređenja dobi- 
vamo: 

e-*([—b,x*+(—4a,—b,)x + (2b,—2a, —b,) sin x + 
+[—a4x*+(4b,—a,)x + (20, + 20, — a,)] cos x) = x*e—x cos x 
Odatle slijedi: 
—b,x* +(—4a,—b)x +(26,— 24, — by) =0 
—a.x5+(4b,—a)x +(24,+26,— a) = x* 
pa je 
b,=0 
—4a,—b, = 0 
26, —2a,—b, =0 
—_a=1| 
4b,—a, =0 
2a,+ 260, —a, =0 
Odatle dobijemo: 
a,=—l1; 4=0; 4 =6 
b=0; b=4; b=2 
Uvrštenje u 1) daje: 
n=e-*[(=—x"+ 6) cosx + 4 x sin x] 
Opće rješenje: 
y=yx+n=e-*[C, +C,x— (x"— 6)cos x + 4x sin x] 


X y"—2y + 5y = ex(4 cos 2x — 3x sin 2x) 
"—2r+5=0 
re=lieVl=5=1+2 
M = C,el+2)z + C,e(l—2i)x = ex (A cos 2x + B sin 2x) 
a=1l; B=2. 
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a+iB=1+2i je jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristične jedna- 
džbe, pa je 


s=1| 
4 je polinom nultog, dok je —3x polinom prvog, dakle višeg stepena, pa je 
n=xe[(q,x +a)c0s2x + (b,x + b,) sin 2x] 
ili 
n=el[(a,x*"+a,x)cos2x + (b,x* + box) sin 2x] 
Računamo, pa nakon uređenja dobijemo: 
ni = e: [[(—2a, + b)) x? + (— 24, + 26, + bo) x + bal Sin 2x + 
+ [(25, + a1) x? + (2a, + 20, + 40) x + a0] cos 2x) 


“na ee ([(— 44 — 36,)x? + (— Ba, + 4b, — 4a, — 369) x + (26, — 4a, + 2b4)] sin 2x + 
+ [(—3a, + 46,)x? + (44, + 86, — 34, + 4bg) x + (Za, + 249 + 484)] cos 2x) 


Nakon uvrštenja u diferencijalnu jednadžbu i uređivanja dobijemo: 


e* ([— Ba,x + (2b, — 4ag]sin 2x + [8b,x + (24, + 4b,)] cos 2x = ex(4 cos 2x — 3x sin 2x)] 


Slijedi: 
— 84, x + (20, — 44) = — 3x 
8b,x + (24, + 409) = 4 
Odatle 
—8a,=—3 
2b, — da, = 0 
8, = 0 
2a,+4) =4 
pa je 
a== ; &%=0 
b=0 ; h=2 


Uvrštenje u xn daje: 


3 13. 
n=xe(zx0052+ iz sin 2) 
ili 
n= Iz x (6x cos 2x + 13 sin 2x) 
Opće rješenje: 
y=y+n=e[Acos2x +4 B sin 2x + gg (6x cos 2e + 13 sin 2x)] 
ili 


y = S 28A + 3x2) cos 2x + (16.B + 132) sin 2x 
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Ako je «a =0, e2* =e =1|, desna strana diferencijalne jednadžbe prima prema 
(a) i (c) oblik: 
f(x) = P,(x) cos Bx 
ili 
f(x) = P,(x) sin B x 
ili 
f(x) = P,(x) cos Bx + P,,(x) sin Bx 


pa prema (b) partikularno rješenje za sva tri slučaja glasi: 
n=»x[Q,(x) cos Bx + R,(x) sin Bx] 
pri čemu u trećem slučaju treba uzeti u x, kao i prije, polinome stepena, koji je 


jednak višem od stepena polinoma :P,(x) i P,, (x). 
I u daljnjem postupak je isti, treba samo držati na pameti, da je a =0. 


Primjeri 
ik »"—gy = (12x — 32%) cos 3x — (9xf + 2x — 2) sin 3x 
, rš—r=0 
re — 1) =0 


n=0;rn=1| 
w=GC+C,e 
a=0; BP=3 ;ai+iiB=+37+r17 +1 


dakle 
S=0 ; m1 
pa je 
n=(4,x"+4,x +4) cos 3x + (B,x* + b,x + bo) sin 3x 


Računamo 1' i m". Nakon uređenja dobijemo: 


ni = [—3a,x? + (— 34, + 20,) x + (— 344 + by] sin 3x + 
+ [30, x*-+ (38, + 24,)x + (36, + a,)) cos 3x 

n" = [—9,;x* +(—124,—9,) x + (— 64, + 26, — 964] sin 3x + 
+ [>94,x? + (128; — 94,) x + (62, + 2a, — 940)] cos 3x 


Nakon uvrštenja u diferencijalnu jednadžbu i uređenja dobijemo: 


[(3ay— 98,) x* + (— 124, — 2, + 34; — 96,) x + (28, — 64, — b, + 34, — 96)] sin 3x + 
+ [(— 94; — 36.) 27 + (128, — 24; — 94, — 3b,) x + (2a; + 68, — a, — 94, — 3b,)] cos 3x = 
=(12x — 3x%) cos 3x — (9xŽ + 2x — 2) sin 3x 

Odatle: 


(—94,—36,)x* + (120, — 24, — 94, — 3b,) x + (24, + 6, — a, — 94, — 3b,) = 
= 12x — 3x? 


(Bag — 98) x? + (— 124, — 26, + 34, — 96,) x + (28; — 64, — bi + 309 — 9) = 
=—9%x—2x+2 


pa je 
—9.—3b, =—3 


120, — 2a,— 94, — 3b, = 12 
2a, + 66, — 4, — 94, — 36, = 0 

34, — 9, = —9 

—124,—2b, + 34, — 90, = «2 

2b, — 64, — b, +34, — 9b, = 2 i 


Riješimo li tih šest jednadžbi sa šest nepoznanica, dobit ćemo: 


aa=0 ; 4=0 ; a4=0 
b=1 ; b=0 ; b=0 


pa partikularno rješenje glasi: 
n = x*sin 3x 
Opće rješenje: 


y=x»+n=C +C,e= + x? sin 3x 
2 y“ + 4y = 8x sin 2x 
r.+4=0 
naz +2 
Yo = C,62i* + C,e—?iz = C, cos 2x + C, sin 2x 
a«=0 B=2 
daklea +18B= +2 =r,, = jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristične - 
jednadžbe, dakle 
: s=1| 
pa je 
n=xl(ax + a)cos 2x + (b,x + bo) sin 2x] 


Računamo nin: 


n=[—2ax*+(2b, —2a)x + bo] sin 2x + [20, x? + (2a, + 2b,) x + a4] cos 2x 


n=[—4,x*+(—8a, — 46) x + (26, — 4a,)] sin 2x + 
+ [(—4a,x* + (88, — 440) x + (2a, + 46,)] cos 2x 


Nakon uvrštenja u diferencijalnu jednadžbu i uređenja dobijemo: 
[— 84, x + (2b, — 4a,)] sin 2x + [88,x + (24, + 40,)] cos 2x = 8x sin 2x 


Odatle slijedi: 
— Ba,x + (2b, — da) = 8x 
8b,x + (24, + 4) =0 
pa je 
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Dobijemo: 


Partikularno rješenje glasi: 


Y =x(—xes2x+35n2:) 


Opće rješenje: 
=y + n = C cos 2x + C, sin 2 — x*c0s 2x + 5 x sin 2x 


X 


y -(G—x) 0052: +(C, + I 


) sin 2x 


Konačno na isti način rješavaju se linearne diferencijalne jednadžbe s kon- 
stantnim koeficijentima, kojim je desna strana: 
f(x) = e=* cos Bx 
ili 
f(x) =e**sin Bx 
ili 
f(x) = e<* (cos Bx + sin Bx) 


t. j. prema (a) i (c) P,(x) = 0,(x) = R,(x) je 1 ili konstanta, dakle su poli- 
nomi nultog stepena, pa je partikularno rješenje prema (b) 
n=x'e"(a,cosBx +8, sin Bx) 
Primjer 
"U —2y + dy = e* cos x 
P—2lr+4=0 
Nije teško pogoditi, da je 
a. n=—2 
jer je 
>2)—2:>2)+4=0 
(3—2r+4):r+)=r—2r+2 
"—2r+2=0 
rna=l+ii 
» =(C,6-2x + e*(C,cosx + C,sinx) 
a=1 ; B=1 


a+:8B=1 +: = jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristične jed- 
nadžbe, dakle 
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Pn(x) = 1 = polinom nultog stepena. 
n=xe(a,c05x +, sin x) 
v=eli—a+b)x+b]lsinx +0 +b)x +a) cos x) 


n = e ([(—2a,x +(— 24, + 2b4)] sin x + [26,x + (Žao + 28,)] cos x) 
n = ex ([(—2a, — 2b,)x — 649] sin x + ((— 24, + 2b0)x + 689)] cos x) 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 


ex [(— 64, — 2b,) sin x + (— 24, + 66,)] cos x = ex cos x 


Slijedi: 
— 64, — 2b, = 0 
—2a,+ 6b, = 1 
Odatle 
1 3 
%=—23' b=5 


pa je 
n=xe* (— 75005 % + zo sin») 
20 20 


Opće rješenje: 


y=x»m+n=(Ce-?* +e*(C,cosx + C,sin x) + 530 sinx — cos x) 


Riješi diferencijalne jednadžbe: 


l. y"+y = 4xsin x 
ly=(C—x?)cosx +(C, + x) sin x) 
2 y"—y'—6y = xsin x 


b =C+0C%*+C,6-2* + 555 [5x — 40) sin x + (35 x + 3) cos 1) 
3. y0)+2y" +y" = 6x + 2x sin x 
Iy=C€+Cx+(C,x + C)e—*—3sin x +(x— 1) cos x]. 


d) Rješavanje linearnih nehomogenih diferencijalnih jednadžbi 
s konstantnim koeficijentima Lagrange-cvim načinom varijacija 
konstanata 


Govoreći o linearnim diferencijalnim jednadžbama prvoga reda pokazali smo, 
kako se te jednadžbe rješavaju načinom varijacija konstanata (vidi str. 265). Na taj 
način možemo rješavati i linearne nehomogene diferencijalne jednadžbe viših 
redova. 


Pokažimo to na primjerima. 
Primjeri 


i: y—y=i+2x—3x" 


319 


"—r=0 n=0 n=1| 
mw=G+C,e 

Pretpostavivšij da C, i C, nisu konstante, već da su funkcije od x: 

OG=C(x) i CG=C,(x); 
smatramo, da je 

y=(C (x) +C, (x) e (a) 

opće rješenje zadane nehomogene diferencijalne jednadžbe, koje tu jednadžbu mora zadovo- 
ljavati. 
Prema tome računamo: 
ili y=C+Ce+e Cc, 

y=Ce+(C +eC,) 


Budući da tražimo dvije funkcije C, i C,, jedan njihov odnos možemo uzeti po volji, pa stavimo 


C,+eC,=0 (b) 

Ostaje 
y=(Ce (o) 

Odatle 
y"=Ce +ecC, (d) 


Uvrštenje (c) i (d) u diferencijalnu jednadžbu daje:. 


C,ex + C',e* —Cjes = 1+2x—3x? 
ili 
Cre=1+2x—3x? 


imali smo (b) ttrteC,=0 
Dobili smo dvije diferencijalne jednadžbe, iz kojih odredimo C, i C,. 


iz prve jednadžbe imamo: 
_1+2x—3x? 
S 


C', (e) 
Uvrštenje u drugu jednadžbu daje: 

Cu4t+l+2x—3x'=0 
Odatle 

dC, = (3x*— 2x — 1) dx 


pa je 
G—=x—x—x+A 
Iz (e) slijedi: a a e 
dC, = (e-x+2xe-*—3x7e—-x) dx 
Odatle integrirajući dobijemo: 
CQ,=—e-x +2(—xe-*—e-")—3[—x?e-x+2(—xe-*—e-*)] +B 
ž C,=3e-x + 4xe-x +3x*e-* + B 
Uvrštenje vrijednosti dobivenih za C, i €, u 
y=C+0Ce* 

daje traženo opće rješenje: 

y=C+Bex +x3+2x7+3x 
gdjejeC=A +3. > e 
Isti rezultat smo dobili prije (vidi primjer 2. na str. 301). 
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2. y'"—3y —4y = sinx 
r"—3r—4=0 n=4 n=—1 
y=(C,(x)ex +C,(x) + e-x (a) 
y =4C e —C,e-x + (dx + C',+e-xC,) 


Stavimo: 
ex .+C',+e-x-+C,=0 (b) 
ostaje 
y =4C,et* —C,e-x 
odatle 


y'=16Cetx +464: C', +#C,e-*—e-x + €, 


Uvrštenje vrijednosti dobivenih za y, y“ i y“ u zadanu diferencijalnu jednadžbu daje nakon 


uređenja: 
4e4xC',—e-*C', = sin x (e) 


12 (b) i (c) računamo C', i C',. Dobijemo: 


, 1 7 
C,=—-=zesinx 
Odatle prema (64) imamo: 
C 5 [emsnrdx+A => saditi cosx)| + A 
PER. j "SLI e 
1 č BSE» 
C.=—z Jesnxdx+B -—5 [5 (sinx—cos9 ] + 8B 


Uvrštenje u (a) daje traženo opće rješenje: 


y= Ae + Be-x+ 35 c0sx— 5 sin») 


Isti rezultat smo dobili prije (vidi primjer 1. na str. 307). 

Riješi načinom varijacija konstanata sve gore navedene primjere linearnih nehomogenih 
diferencijalnih jednadžbi. 
Lagrange-ovim načinom varijacija konstanata rješavamo i linearne _ nehomogene 
diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima, koje ne spadaju u gore 
navedene tipove tih jednadžbi. 


Primjer: 


Cos x 


r"+1=0 
"me= li 


y=€C,:c0sx + C,-sin x (a) 
J"=—Csinx +C',:c0sx + C,-:c0s x + C', sin x 


y=—C-sinx +C,-cosx +(C',-cos x + C',sin x) 
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Stavimo: 
C',:c0sx + C',-sinx = 0 


ostaje: 
y=—C:sinx +C,:cosx 


y"=—(C:0x—C,sinx — C,-sinx + C',:c0s x 


Uvrštenje (a) i (c) u diferencijalnu jednadžbu daje: 


—C,-cosx— C',:sinx— C,-sinx + C',:c0sx + C,-cosx + C, sin x = ea 


ostaje 


—Ci\sinx +C',:c0s x = 


* Cos x 
Cos x 


(b) C',:c0sx +C',:sinx =0 | +sinx 
— C',ssinx:cosx + C',-cos? x = 1 
C',:sin x-cos x + C',-sin* x = 0 
C,=1 
dC, = dx 
CG=x+4 


+ 


Uvrštenje u (b) daje: 
C',:cosx + sin x = 0 


dC, sin x 
dx Cos x 


C, = Incosx + B 


Uvrštenje (d) i (€) u (a) daje: 
y = cos x-Incosx + B-cos x + x-sin x ++ A sin x 


Riješi: 
Deh pret 
[> =cosxlntg (ž _ 2) + A -c0s x + B-sinx | 
m 9x2 +6x +2 
y"—6y +9y= ; 


[»=ea +Bx) + H 


(b) 


(e) 


(d) 


(e) 


Primijetimo, da načinom varijacija konstanata možemo rješavati i linearne 
nehomogene diferencijalne jednadžbe, kojima koeficijenti nisu konstante već funk- 
cije od x. U tu svrhu treba, na pr. za diferencijalnu jednadžbu drugog reda, pronaći 
jedno partikularno rješenje prikraćene, t. j. pripadne homogene diferencijalne 
jednadžbe, pomoću toga rješenja odrediti drugo partikularno rješenje, pa napisati 
opće rješenje te prikraćene diferencijalne jednadžbe. Iza toga načinom varijacija 
konstanata možemo odrediti traženo opće rješenje zadane nehomogene diferen- 


cijalne jednadžbe. 
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Primjer 
xy '"—2xy +2y=2x4 
Pripadna prikraćena diferencijalna jednadžba 
xy" —2xy +2y=0 (a) 
ima očigledno partikularno rješenje 
XxX=y 
jer zadovoljava tu jednadžbu. 
Uvrštenje u (a) y = xu, gdje je u neka funkcija od x, a također 


y=xu +u; y"=xu' +2u 


daje: 
du k Istu —2x*u' —2xu+2xu=0 
Odatle 
A u" =0 
u'=0 


Odatle slijedi, da za u možemo uzeti x, jer za 
u=x je u =0 


Prema tome je 


va=ux=x? 


drugo partikularno rješenje. 
Opće rješenje zadane diferencijalne jednadžbe glasi: 


»y=Q(x)x +C,(x) x? 


Računamo: 
y=GC+xC,+2C,x +x"C, 
ili 
y=C+2Qx+(xCi+2xC,) 

Stavimo 

xC,+x*C,=0 (b) 
Ostaje 

y = C, + 2C,x 
Odatle 


y=€4+2€C.+220, 


Uvrštenje u zadanu diferencijalnu jednadžbu daje nakon uređenja: 


C,+2xC,=2x (c) 
Iz (b) i (c) dobijemo 
6% =-— 2 X 
C,=2 
Odatle integriranjem dobijemo: 
C, =—x+A 
C,=2x+8B 


Uvrštenje u y = C, x + C, x? daje traženo opće rješenje zadane diferencijalne jednadžbe: 
y=s+Ax+Bx? 


€) Linearne diferencijalne jednadžbe s promjenljivim koeficijen- 
tima, koje se svode na linearne diferencijonalne jednadžbe s kon- 
stantnim koeficijentima. 
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Od jednadžbi toga tipa uzmemo samo one jednadžbe, koje možemo zgodnom 
supstitucijom svesti na linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koefici- 
jentima. To su Eulerova diferencijalna jednadžba i poseban slučaj Besselove dife- 
rencijalne jednadžbe. 


1. Eulerova diferencijalna jednadžba 
Njezin opći oblik glasi: 


SO Pai IJ D+... Fa,zty +axyt+ay =0 


Pomoću supstitucije 


*=€ 


svodimo Eulerovu jednadžbu na poznatu nam linearnu diferencijalnu jednadžbu 
s konstantnim koeficijentima. 


Pokažimo to na primjeru. 


Primjer 
e 


+xy—y=0 


Stavimo li x = et, a odatle je £ == ln x, moramo i sve derivacije funkcije y izraziti kao deri- 
vacije po novoj promjenljivoj t, pri čemu uzmimo u obzir, da je 


dt _ 1. dt 1 d_2 
rugri i ak nek a 
i 
dx _ | 
nI 


i. E 98 db. 
dx dx dtd odx doox 


KR ZR RE ZO NEE 
Zdx drdx dr ox x dt x2 dt | x dit) 


Ža—La-u (g —_2) 
m dž dt 


ui de A kae A E Zi TE 


ad dada dr — drž dt 
la (89 2(8-29) 
7 da/xšdr 3l\d5 dč) o ozxs\d o de 
jer je 
“| ača 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje: 
diy dy 
daa t ja 90 


ili 
y"—3y"+3y—y 20 
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Dobili smo linearnu homogenu diferencijalnu jednadžbu s konstantnim koeficijentima, 
ali treba držati na pameti, da su sada derivacije uzete po novoj promjenljivoj £. 


«—1)3=0 
Tus = 1 
Opće rješenje: 
y=€C€+C,te+C, Pe 
Uvrštenje 


e&=x i t=lnx 
daje: 


y=x(C,+C:Inx + C,1n?%x) 
Na slični način rješava se Eulerova jednadžba oblika: 
x"y(m + đ,—i xn—1 yr—D a jenos + a, Ky" Z axy KE a,y = f(x) 


Primjer 
xy" —xy +Jy == 2x 
Uz supstituciju 
x=e', odnosno t=lnx 


dobijemo nakon uvrštenja izraza, koje smo dobili u pređašnjem zadatku za yliy": 


d?y dy t 
qr 
ili z 
y“ = 2y“ + y = 2e 
gdje je 
y=yf(t) 
Dobili smo linearnu nehomogenu diferencijalnu jednadžbu s konstantnim koeficijentima. 
i"—2r+1=0 
Tne=1 


= CE +C,t 
Prema II. slučaju točke 4. ovog $ imamo: 
e 
"= 
P(t)=(—2+1 
P(t)=2u—2 
P() =2 
n="e 
Opće rješenje: 
y=x+n=C6+C,1 + e 


ili 
2=x*(G+Cinx + in) 
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Riješi diferencijalne jednadžbe: 


1. xy" —9xy' + 21y =0 
ly = x\C, + C,x)] 
2 xy +xt+ty=x 


[» 3» + C, cos(Inx) + C, sinn 9) | 


3. xy +axy —4y = xinx 


1 
[» =€Cx*+Cx—? + Sras) Ilnx — 9x] 


2. Besselova diferencijalna jednadžba 


Besselova diferencijalna jednadžba ima veliko značenje u mnogim područjima 
fizike. Njezin opći oblik glasi: 


Nota (=y =9 
gdje je n konstantan broj. 
Općenito su rješenja Besselove jednadžbe izražene pomoću t. zv. Besselovih 
d Besselovu jednadžbu 


2 
možemo svesti na poznatu nam linearnu jednadžbu s konstantnim koeficijentima. 


ili cilindričkih funkcija. U posebnom slučaju i to zan = 


Načinimo to. 
xy" + xy + (+— 2)» = (0 


Traženu funkciju y uzmimo u obliku: 


yY===x 7z (a) 
ž 
Računamo: 
nanio RI 
y=x zz——x 2z 
" Pu ma je a. a O RTA 
» =x27s a “s is+3*“ _z 
ili 
za 3 3 5 
g"=x 272 —x is+zg" ?z 


Uvrštenje u jednadžbu izraza dobivenih za y, y'iy" nakon uređivanja daje: 


3 ad, 3. 
x2 z"+xžz=0|:x? 


z"+z=0 
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a to je homogena linearna jednadžba s konstantnim koeficijentima. Riješimo je: 


r'+1=0 
Tu2 =: 


Opće rješenje: 

z=€C,c0sx +C,sin x 
Vidimo, da su 

ž =0sx iz, =sinx 


dva partikularna rješenja te jednadžbe, pa prema (a) 


COS. sin x 


jesu partikularna rješenja Besselove jednadžbe za n = 2 


Opće rješenje Besselove jednadžbe za n -3 glasi: 


COS x sin x 
=CO,—= +cC. 
J Trg 


EI 


O tome, kako se rješavaju linearne diferencijalne jednadžbe s promjenljivim 
koeficijentima načinom varijacija konstanata već smo malo prije spomenuli (vidi 


str. 322.). 


f) Titranja 
1. Općenito 


Kako smo vidjeli iz mnogobrojnih prije navedenih primjera, mnogi se pro- 
blemi matematike i fizike svode na rješavanje diferencijalnih jednadžbi. Na taj 
način rješavaju se i problemi o titranjima ili oscilacijama, koji imaju veliko značenje 


u savremenoj tehnici i fizici. 

Pretpostavimo, da na neko tijelo ili sistem tijela djeluje ela- 
stična sila, koja ide za tim, da vrati sistem u položaj ravnoteže, a 
razmjerna je s otklonom iz tog položaja. Na pr. o vertikalno spi- 
ralno pero obješen je uteg, koji je uravnotežen elastičnom silom 
pera (vidi sl. 103). 

Izvede li neka sila taj uteg iz stanja ravnoteže, uteg će vršiti 
titranja. Označimo li sa s udaljenost od položaja ravnoteže 0—0, 
u kojoj se nalazilo tijelo u neko vrijeme t, a sa o? faktor raz- 
mjernosti, tada će veličina elastične sile biti 


Q?+5s 


Ta sila nastaje obično u nutrini samog sistema, a kako teži 
za tim, da uspostavi poremećenu ravnotežu sistema, koeficijent 
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&) možemo općenito nazvati koeficijentom elastičnosti sistema. U našem 
slučaju koeficijent w je krutost pera, mjera čvrstoće elastične veze. 


: PRE R : Nia ujak : 

Znamo, da je općenito sila umnožak mase m i ubrzanja s = je ili, ako radi 

jednostavnosti uzmemo, da je masa m = 1, sila je s. Kako je u našem primjeru 
sila? * s, glasit će diferencijalna jednadžba gibanja 


s=—0o? s (109) 
Elastična sila — «s uzeta je s negativnim predznakom, jer djeluje uvijek 


u protivnom smislu otklona s iz položaja ravnoteže sistema. 


Uzmimo sada u obzir otpore, koji koče gibanje, t. j. otpor sredstva, u kojem 
se giblje tijelo, otpor veza i t. d., i pretpostavimo, da je ta sila otpora razmjerna 
s brzinom gibanja. Uz tu pretpostavku veličina sile otpora bit će 


2k +5 
gdje je 
| s= Z = brzina gibanja, a k — koeficijent otpora, 
pa diferencijalna jednadžba gibanje prima sada obzirom na (109) oblik 
s=—ots—2ks (109a) 


pri čemu je opet uzet predznak minus, jer sila otpora djeluje uvijek protivno smislu 
brzine gibanja. 

Pretpostavimo konačno, da na masu sistema djeluje još neka vanjska zadana 
sila, koja je izražena kao funkcija vremena 1: f(t). Obzirom na (109) diferen- 
cijalna jednadžba gibanja glasit će sada 


: S=—os—2ks+f(1) (1096) 


Vidimo, da su sve tri diferencijalne jednadžbe mehaničkih titranja linearne 
diferencijalne jednadžbe drugog reda s konstantnim koeficijentima (linearna titra- 
nja!), pri čemu su prve dvije jednadžbe homogene, a treća nehomogena. 


Ako na sistem ne djeluje vanjska sila, titranja se zovu slobodna i to ne- 
prigušena, ako se zanemare svi otpori, odnosno prigušena, ako se uzme u 
obzir sila otpora. Tim titranjima odgovaraju homogene dierencijalne jednadžbe. 


Remeti li ta slobodna titranja neka vanjska sila f(4), titranja se zovu pri- 
silna. Diferencijalna jednadžba tih prisilnih titranja je nehomogena. 

Prelazimo na rješavanje postavljenih diferencijalnih jednadžbi, da odredimo 
zakone gibanja sistema u pojedinim slučajevima. 


2. Slobodna ili vlastita titranja 
1. Neprigušena titranja 


Diferencijalna jednadžba neprigušenih titranja glasi prema (109) 


5+ os=0 
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Napišimo karakterističnu jednadžbu i riješimo je: 
r_.+o=0 
Tue = +10 

Opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi 


3 = C,ee! + Gren 
ili prema (108) 
s=Csin(o + D) (a) 


gdje su € i D konstante po volji. 
Vidimo, da naš sistem vrši harmoničko gibanje, kojemu su amplituda C 
i faza D po volji, dok je period titranja 


2mn 
o 


odnosno frekvencija, t. j. broj titranja u jednoj sekundi, 


l o 
Pa 


zadan samim sistemom, jer u izraz za period, odnosno frekvenciju ulazi samo koefi- 
cijent elastičnosti , koji ovisi o nutarnjoj strukturi sistema, koji titra. Stoga se 
ta titranja zovu također vlastita titranja. Sjetimo se, da za male amplitude 
i matematičko njihalo vrši harmoničko gibanje (vidi str. 289). 

Da prikažemo to gibanje grafički, odredimo jedno partikularno rješenje dife- 
rencijalne jednadžbe pretpostavivši na pr., da u početni moment # =0 put s, t. j. 
otklon od položaja ravnoteže iznosi so, a brzina gibanja 


U tu svrhu deriviramo (a) po vremenu t: 
s = Cocos(ot + D) (b) 


i uvrstimo početne uvjete z =0,s=5 i s=0 u (a) i (b). 


Dobijemo: 
5% =CsinD 


0 = Ceo cos D 
Iz druge jednadžbe slijedi, da je cos D = 0, jer € i w ne mogu biti nula, pa je 


D=+2km, gdjejek=0 +1, +2... 
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Uvrštenje vrijednosti D u prvu jednadžbu daje 
ti = 54 


Uvrstimo li vrijednosti za C i D u (a), dobijemo partikularno rješenje za uzete 
početne uvjete: 


m T 
s=5 sn (or + 5) 


koje je grafički prikazano u sl. 104 [vidi Dio I. $ 4, 4, f) i g)). 


Sl. 104. 


II. Prigušena titranja 


Uzmemo li u obzir silu otpora 2&s, gdje je & koeficijent otpora, diferencijalna 
jednadžba gibanja prema (109a) glasi: 


S +2ks +025 =0 
Karakteristična jednadžba: 
r*+2kr+o=0 


Fi2 —— —k *& Vk* — Q* (a) 


Odatle 
Promotrimo tri slučaja. 
1) Koeficijent otpora je manji od koeficijenta elastičnosti, t. j. 
k<o 


U tom slučaju je diskriminanta k*— c»* negativna, pa ako je označimo s 
— k,?, dobijemo prema (a) 


Ti, = —k + ik, 


a opće rješenje diferencijalne jednadžbe glasi 
s= C,e(—k+ikot + Ce» ećk—ik) (a) 
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ili prema (108) 
s= Ce-H > sin(kit + D) (b) 


gdje su C i D konstante po volji. 

Vidimo, da sistem vrši titranja i to prigušena harmonička titranja. 
Amplituda tih titranja nije više konstanta kao u slučaju harmoničkog gibanja, već 
je funkcija vremena t i to eksponencijalna funkcija s negativnim cksponentom 
Ce"**, koja teži nuli, kad vrijeme t teži u beskonačnost. Sistem teži dakle položaju 
ravnoteže vršeći oko tog položaja titraje, kojim amplitude postepeno opadaju po 


eksponencijalnom zakonu. 
2nk 


Omjer dvaju uzastopnih maksima iznosi e & i zove se omjer prigušenja. 
2nk 
E 
Iz (b) vidimo dalje, da je period, odnosno frekvencija prigušenih titranja 


Njegov prirodni logaritam zove se logaritamski dekrement. 


k Ve — E — 
T= = = ea: iz naše oznake &*— o = — k&/ slijedi, da je k, = jo=F) 
opet određena samim sustavom, dok je faza D konstanta po volji. 

Odredimo jedno partikularno rješenje diferencijalne jednadžbe uzevši, da je 
za t =0 otklon s = 0. 

Uvrštenje tog početnog uvjeta u opće rješenje (b), koje prema (108) napišemo 
u obliku 


Sl. 10s. 


s=e-"(Acosk,t + Bsin kt) 
daje 
O=Acos0, paje A =0 
te partikularno rješenje glasi 
s= Be-t -.sin kit 
Slika 105 daje grafički prikaz prigušenog titranja određenog tim partikular- 


nim rješenjem. Primijetimo, da su maksima i minima otklona s nešto pomaknuta 
na lijevo od točaka, u kojim krivulja dira krivulje Be-& i —Be-t amplitude. 
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2) Kocficijent otpora je veći od koeficijenta elastičnosti, t. J. 
k>oa 


U tom slučaju diskriminanta &*— &* u izrazu (a) ry,z = — k + Vk? — o je 
pozitivna, pa karakteristična jednadžba ima dva realna različita korijena, pri čemu 
su oba korijena negativna. 

Označimo li = —Nhirn=—), glasit će opće rješenje diferencijalne 
jednadžbe prema (a)' 

s = C,e-ht + Cje—hit 


Vidimo, da sistem ne vrši nikakvih titranja. Kad vrijeme z raste, otklon s od 
položaja ravnoteže opada i teži nuli, kad tf + oo, te sistem monotono teži k ravno- 
teži (koje praktički nastaje u konačni moment vremena). Gibanje je dakle neperiod- 
sko, sistem, kako se kaže, vrši aperiodsko gibanje, a uzrok je tome velika sila 
otpora, koja sprečava sistem da dosegne položaj ravnoteže. 

3) Koeficijent otpora je jednak koeficijentu elastičnosti, t. j. & = o. 

U tom je slučaju diskriminanta 

k*— o =0, 
pa je prema (a) 
ru =—k 
te opće rješenje diferencijalne jednadžbe 
glasi: 
Sl. 106. = e7*t (C, sn C,t) 

Opet je gibanje sistema neperiodsko. Počevši od nekog momenta t,, otklon s 
opada i teži nuli, kad t—+ co. To je granični slučaj aperiodskog gibanja. 

Uvrštenje t=0 i s=0 u opće rješenje daje 0 = €. 

Partikularno rješenje za t = 0 i s = 0 glasi dakle: 


s=C,te-h 


Slika 106 je grafički prikaz tog rješenja. Oblik krivulje je sličan kao kod 
aperiodskog gibanja. 


III. Prisilna titranja. Rezonancija 


Na sistem, koji titra, djeluje osim sile otpora i neka vanjska sila f(t). Diferen- 
cijalna jednadžba tog gibanja glasi prema (109b) 


S+2ks + os = f(1) 


Jasno je, da oblik gibanja ovisi u prvom redu o karakteru te vanjske remeteće 
sile. Uzmimo praktički veoma važan slučaj, kad je ta remeteća sila periodska i to 

ž : : 2n 
sinusoidna perioda T, = Za 
1 


f(t) =psin ot 
a koeficijent otpora & manji od koeficijenta elastičnosti o. 
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Diferencijalna jednadžba glasi sada 
5+ 2k5 +05 =psin ot 
Imamo III. slučaj nehomogene linearne diferencijalne jednadžbe (vidi str. 306) 


Opće rješenje: 
s=s%+n 


Prema slučaju 1) prigušenih titranja daje (b) rješenje s, pripadne homogene 
diferencijalne jednadžbe: 
5 = Ce" -+sin(k,t + D) (a) 


Partikularno rješenje: 
a Cos 6,t + b sin ot 


1 


gdje su a i b konstante, koje treba odrediti. 


Odatle 
1 =—ao sin ot +bo, Cos ot 


1 =—a0?c0s ot—bo, sin ot 
Uvrštenje u diferencijalnu jednadžbu daje nakon uređenja: 
— a0? +2kbo, + a0) cos ot +(—>bo,?"— 2Ikao, + bo?)sin ot = p sin ot 
Izjednačenje koeficijenata daje: 
(&*— 0)a + 2ko,b = 0 
—2koa +(07—0,)b =p 


Odatle dobijemo: 


Da svedemo partikularno rješenje 


Y=4ac0s 0, + b sin ot 
koje možemo napisati i u obliku 
i m i 
x =asin (0+ 2) + b sin 1 


na jednu sinusfunkciju, stavimo 


“= A,;sin(0t + o) (c) 
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a sin (0+-5) + bsin ot = A,sin(Wt + 9) 
Odatle 
: T a. SE ž 
a (sin ot "cos =5- + COS 0 £* “n5) +bsinot = 
= A,(sin ot * cos g -+ cos t * sin e) 
a Cos ot + b sin ot = A,ycos e * sin et + A,sin g Cos wt 
Izjednačenje koeficijenata od cos of i sin w,t daje 


a= A,sin e 


b=A,cos e 


a odatle nakon kvadriranja i zbrajanja, odnosno dijeljenja tih jednakosti dobijemo 


A = VF 


a 
Pro 
ili nakon uvrštenja jednakosti (b) 
p —_2kao 
——+ (d 


di qk o“ + (0 — 02)" E. 0W—o, 


Opće rješenje diferencijalne jednadžbe s = sa + vy glasi dakle prema (a) i (c) 
s = Ce-*.sin(kt + D) + A,sin(0,t + 9) 


gdje su A i o određeni jednadžbama (d). 

Budući da je prvi član, koji sadrži eksponencijalnu funkciju s negativnim 
eksponentom e—*' brzo teži nuli, kad vrijeme z raste, gibanje će biti određeno nakon 
praktički kratkog vremena samo drugim članom: 


A, sin (ot + 0) 


Taj član predočuje harmoničko gibanje amplitude A,, faze e i perioda 


2 a : ž i 
Aj =, odnosno frekvencije f, -> atoje period, odnosno frekvencija 


1 
sile poremećenja, dok je period vlastitog titranja bio T -< [vidi I. Nepri- 


gušena titranja). 
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Vidimo, da je vanjska sila nametnula svoj period sistemu, stoga 
se to titranje zove prisilno. 

S tim u vezi stoji zanimljiva pojava, koja se zove rezonancija. 

Izraz za amplitudu A, možemo prema (d) napisati u obliku: 


E 0 
A, jE A 4k? Q 2 o 212 
ur oh i 
ili uzevši u obzir, da je 
md 
WW a Ty 


2T 
18 o _ 0 
Tik 
rr 


dobijemo: 


Zj E  BELE 
: 2 2 z 
a bd +[1—(Z 
is di 1 
Iz toga izraza za amplitudu A, vidimo, da s umanjenjem perioda vanjske sile 


T, vrijednost kadai, a dakle i vrijednost amplitude A, prisilnog titranja 
1 


K 3 JI Sh : 
brzo raste do nekog maksimuma, a zatim opada i teži nuli, kad 5 — oo,1.j. kad 
1 


T,>0. Taj maksimum može biti vrlo velik kod malih vrijednosti kocficijenata 
otpora k. 

Ako je prema tome razlika između perioda vlastitog titranja sistema i perioda 
vanjske sile neznatna, a pogotovu kad se oba perioda podudaraju, i ako je kocfi- 
cijent otpora & malen, sistem će nakon nekog vremena vršiti harmonićko gibanje 
s vrlo velikom amplitudom. Ova pojava naglog rasta amplitude titranja pod djelo- 
vanjem čak sasvim malih vanjskih utjecaja zove se rezonancija. 

Rezonancija ima veliko značenje u tehnici i fizici. Svako elastično tijelo, na pr. 
bilo koja građevina, ima svoj određeni period titranja, koji zavisi samo od svoj- 
stava tijela. Pretpostavimo, da je neka vanjska sila izvela tijelo iz stanja ravnoteže; 
ako je ta sila sinusoidalna ili uopće periodska, a njen je period titranja blizak vla- 
stitom periodu tijela, tada djelovanje te vanjske sile, ma bila i malena, može biti 
ogromno i može dovesti do raspada tijela. 

Pri projektiranju građevina, mostova, brodova, strojeva, aviona i sl. uzima se 
u obzir čvrstoća tih objekata vezana s pojavom rezonancije. Rezonancijom se tu- 
mači i poznata pojava, kada neznatno njihanje elastičnog tijela izaziva njegov lom. 
S toga se razloga prijelaz vojske preko mostova vrši uz komandu ,,slobodno 
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8 11. Harmonička analiza. Fourier-ovi redovi 
1. Fourierov red za opću, parnu i neparnu funkciju f(x) perioda 2n - 
Trigonometrijskim redom zovemo svaki red “oblika 
A + (a cos x + b, sin x) + (a,cos2x + b,sin 2x) +.... 
....-+ (a,cosnx + b,sinnx) + .... (a) 


gdje su 4, 4,, 42, ...4 bd, b,, b;,... realne konstante, koje se zovu koeficijenti 


trigonometrijskog reda. 
3 : sis A 2 
Znamo, da funkcije y = Acosmx i y = Asinmx imaju period P= z 3 


odnosno frekvenciju f = _ a sz (vidi Dio I. $ 4. f). 


Pojedini članovi trigonometrijskog reda imaju dakle periode NEK 7? ia SN 
Za koji se odnose kao 1 SEEA o = >... dok je odnos njihovih frekven- 


cija br2 91:2: ai 
Idemo li dakle u trigonometrijskom redu sve dalje i dalje, periodi članova 
reda postepeno opadaju, a njihove frekvencije rastu, pri čemu se periodi svih čla- 
nova reda sadržani u periodu P = 2m drugog člana reda (a,cos x + b,sin x). 
Prema tome, ako trigonometrijski red konvergira, on nužno predočuje period- 
sku funkciju f(x) perioda 27, t. j. 


f(x) ->a + (a,cos x + b,sin x) ++ (a,cos 2x -+ b,sin 2x) +.. 


..-+ (a,c0snx + b,sinnx) +... a + š (aa Cos nx + b,sinnx) (110) 
gdje je suma reda f(x) periodska A dara 2T. 


Primijetimo, da je prvi član reda uzet u obliku _ radi jednoličnosti daljnjih 


formula. 

Zadaća harmoničke analize sastoji se u tome, da se zadana funkcija f(x) rastavi 
u svoje harmoničke elemente, t. j. prikaže u obliku trigonometrijskog reda (110), 
kojemu su članovi, kako vidimo, harmoničke funkcije sinusa i kosinusa višekrat- 
nog argumenta x. 

U tu svrhu: treba: 

1. Odrediti za zadanu funkciju -f(x) koeficijente trigonometrijskog reda 4 
aib; gdejen =; 213. 

2. Dokazati, da tako dobiveni red konvergira i ima za sumu zadanu funkciju 
f(x), za koju smo računali koeficijente reda. 


Prije nego prijeđemo na određivanje koeficijenata trigonometrijskog reda za 
zadanu funkciju f(x), moramo: imati u vidu, da trigonometrijski red (110) nužno 
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predočuje periodsku funkciju penoda 2z, pa ako zadana funkcija nije periodska 
ili ima period različit od 2z, red (110) može predočivati tu funkciju samo u inter- 
valu duljine 27, na pr. u intervalu [— zr, + m). Izvan toga intervala red će ponav- 
ljati one vrijednosti, koje je imao unutar intervala, dok zadana funkcija izvan inter- 
vala može imati sasvim druge vrijednosti, pa se mora pretpostaviti, da je zadana 
funkcija periodska perioda 2r, t. j. da se također periodski ponavlja. 

Time je isključena mogućnost predočivanja zadane nepenodske funkcije 
trigonometrijskim redom, čija bi se suma podudarala sa zadanom funkcijom za 
sve vrijednosti argumenta, za koje je definirana. 

Tu vidimo prvu bitnu razliku između razvoja funkcije u trigonometrijski 
red i u red potencija: redovi potencija daju za neke funkcije, koje predočuju, vrijed- 
nost tih funkcija za sve vrijednosti argumenta x, kao na pr. Mac Laurinovi redovi 
za e*, sin x i cos x (vidi Dio I, $ 20, 9). 

U drugu ruku samo onu funkciju možemo razviti u red potencija, koja je 
neprekinuta u intervalu konvergencije reda i ima derivacije svih redova u svim 
točkama u nutrini tog intervala. Kako ćemo kasnije vidjeti, sva ta ograničenja ot- 
padaju pri razvoju funkcija u trigonometrijski red. 

Prelazimo na određivanje koeficijenata trigonometrijskog reda za zadanu funk- 
ciju f(x), za koju pretpostavimo, da je periodska s temeljnim intervalom 


[> +]. 


Postoji više načina za odredivanje vrijednosti tih koeficijenata. Eulerova me- 
toda određivanja koeficijenata trigonometrijskog reda za zadanu funkciju f(x) 
perioda 2z traži integriranje trigonometrijskog reda po duljini tog intervala, pa 
nastaje pitanje o uniformnoj konvergenciji trigonometrijskih redova, jer samo uni- 
formno konvergentne redove funkcija smijemo integrirati član po član (vidi $ 5, 8), 

Kako je 

|cosnx] SI i |snm|=|, 
bit će 
la,cosnx + b, sinnx| £1a,| +106,| 


pa su svi članovi trigonometrijskog reda (110) manji od pripadnih članova reda 
konstanata 

l E 

5141+ Š la|+16] (0) 


Iz toga prema Weicrstrass-ovu kriteriju (vidi Dio I. $ 20, 7) slijedi uvjet uni- 
formne konvergencije trigonometrijskih redova: 

Ako su članovi trigonometrijskog reda (110) manji od pripadnih članova reda 
konstanata (b), trigonometrijski red konvergira uniformno u intervalu [—r, +7), 
pa je njegova suma f(x) neprekinuta funkcija u tom intervalu [—>m, +]. 

Pretpostavivši dakle, da je za trigonometrijski red (110) ispunjen navedeni 
uvjet uniformne konvergencije, pa da taj red K 


f(x) -ja + (a,cosx + b,sin x) + (a,cos 2x + be Sin 2x) +.... + 
+ (a,cosnx + b,sinnx) + .... (110) 
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konvergira uniformno u intervalu [—m, +] i ima za sumu u tom intervalu nepre- 
kinutu funkciju f(x), Euler dolazi do vrijednosti koeficijenata trigonometrijskog 
reda tako, da množi jednakost (110), t. j. f(x) i trigonometrijski red, prvo s cos x, 
poslije s cos 2x, cos 3x it. d., zatim množi redom s sinx, sin2x, sn3x it. d, 
t. j. množi jednakost (110) redom s cos mx i sinmx, gdjejem = 1,2,3,... i svaki 
put integrira rezultat množenja po duljini intervala, t. j. od — z do + z. 

Množeći (110) s cos mx, gdje jem = |, 2, 3... i integrirajući lijevu i desnu 
stranu te jednakosti od —z do + dobijemo 


+n +n 
J 

[f(x) + cos mx dx = a, [cos mx dx + 

+n +" 

+ (a[ cos x . cos mx dx + bi [sin x+ cos mx dx) -+- 
+rn +n 
+ (a.f COS 2x : Cos mx dx + b, [sin 2x + cos mx dx) zika 

_a —_r 

+" +" 

.... + (a, | cos nx :cosmx dx +6, ( sin nx + cos mx dx) + :...(c) 

= ukij 


Jasno je, da i taj red konvergira uniformno, jer je također | cos mx | S 1. 


Na desnoj strani dobili smo integrale oblika I, II i III čije vrijednosti možemo 
lako izračunati. 


I. oblik: : 
+n , +r 
[ Cos mx dx = Ši ići RE 0 
m 
—n —rn 
II. oblik: 


Dalje imamo integrale oblika II, koji za m # n daju: 


+n +n 


[cos nx cos mx dx = prema tipu VII = 2 [cos (21 -+ m)x + 


—a 


: . +n 
E dini — ds a oh sin (n + m) x sin(n-—— m) x | =0 
2 n+m n—n 
—_n 
ali za m =" bit će: 
+ +z ć +rn 
ska ; DE-EteRAm«., 1 sin 2nx 
[cos nx dx = [Pa = x + 5u =zm (d) 


-=n = -1 


III. oblik: 
Konačno imamo još integrale oblika III, koji za m # n daju: 
+r 


+rn X 
[sin nx + cos mx dx — 5 flsin(n + m)x + sin(n—m)x]dx = 


=z 


s cos (n—m) x si 
mi; n+m n—m 
= 3 =" 
a za m = n dobit ćemo također 
+n +7" 
[ sinmx- cos na da — 7. fui 2ax de = 0. 


Kako su svi integrali osim (d) jednaki nuli, otpast će u desnoj strani jedna- 
kosti (c) svi članovi osim jednoga s cos?nx, pa je 


+n + 
[10 *cosnx dx = a, / cos*nx dx = a, 7 


x 


Odatle dobijemo traženu vrijednost koeficijenata a,,: 


+rn 
l 
a, = 0] 412) oosneda (111) 
Uvrštavajući u+formulu (111) redom an =1,n=2n=3,.... dobijemo 


vrijednosti traženih koeficijenata a,, 4,, 4,,... 

Za određivanje koeficijenata b,, postupamo na slični način. 

Obje strane jednakosti (110) množimo s sin mx, gdje jem = 1, 2,3,... i opet 
integriramo od —z do +. Izvršivši integriranje dobit ćemo kao i pri odredivanju 
koeficijenata a, integrale triju oblika sličnih oblicima I, II, III. 


Svi će se ti integrali poništiti osim 


+r 
[ sin*nx dx= 


—a 


pa dobijemo traženu vrijednost koeficijenata b,: 


+r 
= — [1(2) sin nx dx (112) 


gdjejen=1,2,3,... 
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Treba još odrediti vrijednost koeficijenta av. 
U tu svrhu množimo jednakost (110) s dx i integriramo od —n do +rm: 


+n 4 l +r + +rn +r 
[16)dx=>5a, [ dx + a, [ cos x. dx + 8, [| sinxdx +a, [ cos 2x dx + 
(€) 
+7 
+4, [ sin2xdx +.... 
Prvi integral desne strane, t. j. 
1 +rn 
5% / dx=rma 
—n 
dok su svi ostali integrali jednaki nuli, pa je prema (€) 
+" 
fi f(x)dx = ma, 
—_zn 
a odatle je 
l + 
a=—[f(x) dx (113) 


Sada je jasno, zašto je prvi član trigonometrjskog reda uzet u obliku s 


sve tri formule za koeficijente reda a,, 4,,ib,, imaju ispred integrala isti faktor —. 


Koeficijenti, koji su određeni prema formulama (111)—(113), zovu se _Fou- 
rier-ovi koeficijenti, pa se samo onaj trigonometrijski red zove 
Fourier-ov red, kojemu su koeficijenti a, a, i b, Fourier-ovi koefi- 
cijenti. 

Određujući Fourier-ove koeficijente trigonometrijskog reda dokazali smo, da 
sistem funkcija, koji sačinjava trigonometrijski red 


l 
5 COS x, COS 2x, COS 3X, COS 4x,.... 


sin x, sin 2x, sin 3x, sin4x,.... 


ima u intervalu (—>m, + rm] dva svojstva: 


I. da je integral od —z do +7 umnoška svakog para različitih funkcija 
tog sistema jednak nuli i 


2. da je integral od —r do + svake funkcije pomnožene sama sobom daje 
vrijednost različitu od nule (u našem slučaju rr). 
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Sistem funkcija, koji u nekom intervalu [a, b] ima ta svojstva, zove se orto- 
gonalni sistem funkcija u tom intervalu [a, 6]. 

Ortogonalni sistem funkcija zove se ortonormirani u intervalu [4,2], 
ako je vrijednost integrala od a do b kvadrata svake funkcije sistema jednaka 1. 

Kako vrijednost tog integrala za navedeni sistem funkcija nije 1 već z, sistem 
funkcija, koje čine trigonometrijski red, nije ortonormiran u intervalu [—m, +zl, 
već samo ortogonalan. Primijetimo, da ga možemo pretvoriti u ortonormirani 


sistem u intervalu [0, 2), ako sve funkcije sistema podijelimo sa \z. 


Navedimo nekoliko primjera razvoja funkcije f(x) u Fourier-ov red. 


1. Razvij u Fourier-ov rcd u intervalu [—r, -+ rm] funkciju f(x) = x, koja se 
dalje periodski ponavlja (sl. 107). 


SI. 107. 
Računamo koeficijente reda: 
Prema (113): 
br ii 
Ć.=— x dx = "si —")=0 
—n —n 


Prema (111): 


1 +" 
a, = — | xcosnrdx 
t. 
—n 


Nakon parcijalne integracije dobijemo 


ris 


, + +z 
1 sin nx 1 : 
== rre sinnuxdx| = 
oy —rT 
T 

l 
I==> (cos nm —cosnn) = 0 

Tn 


= 


= — [0+|=;cosmx 
Te n 
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Vidimo, da će za f(x) =x u Fourier-ovom redu (110) otpasti svi članovi, koji 
sadrže funkcije kosinusa, a to je posve razumljivo, jer je f(x) = x neparna (liha) 
funkcija, pa njen red ne može sadržavati članove s parnim (takim) funkcijama 
kosinusa. Prema tome: 


Za sve neparne funkcije, t.j. za funkcije, za koje je f(—x) = 
= — f(x) i čiji su grafovi simetrični obzirom na ishodište koordi- 
natnog sustava, koeficijenti a i a, Fourier-ova reda jednaki su 
nuli, pa neparna funkcija ima nepotpuni Fouricr-ov red, koji se 
sastoji samo od sinus-članova. 

U tom slučaju možemo pojednostaviti izračunavanje koeficijenata b,. 

Pokažimo to: 

Prema (112) i slici 107: 


+n 0 
b= = [16 sin nx dx = =| [709 sin nx dx + 
zr —_n 
. (a) 
+ [109snmax] 
0) 
U prvom integralu izvršimo zamjenu promjenljive uvrstivši x = —z, pri 
čemu uzmemo u obzir, da je 
I(x) =f(—2)=—f(z), 
jer je funkcija neparna: 
sin (nx) = sin (—nz) = — sin nz 
i da je 
z=r= za x=—njejez=—x iz=0zax=0adr=—dz. 


Prvi integral prima sada oblik: 
0 0 n 
[1(=) sin nx dx = — [1(2) sinuzdz = + [1(2) sin nz dz, 
o " 0 
Uvrštenje u (a) daje: 


b= = jr (z) sin nz dz + jp (x) ji nx ax] 


= 2[1(9 « sin nx dx (1124) 
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To je formula za računanje koeficijenata b, Fourier-ova reda 
za neparnu funkciju perioda [—r, +]. 
Prema tome Fourier-ov red za neparnu funkciju glasi: 


f(x)= žb, -sinnx (110) 


n=| 


gdje se za funkciju perioda [—r, i+ z] 6, računa prema (112a), dok jea, =0i 
a.,= 

Isto tako Fourier-ov red za parnu (taku) funkciju, t. j. za funkciju, za koju 
je f(—x) = f(x) i čiji je graf simetričan obzirom na os Y, ne može sadržavati 
neparne funkcije sinusa, pa je 

za sve parne funkcije koeficijenti b, Fourier-ova reda jednaki 
su nuli, pa parna funkcija ima također nepotpuni Fourier-ov red, 
koji se sastoji samo od kosinus-članova i prvog konstantnog člana 
1 
=a. 
3 o 

Na slicni način može se pokazati, da se i za parnu funkciju perioda [— zr, -+ zr] 
koeficijenti a, i a, računaju po jednostavnijim formulama: 


o=2 [1 dx (1134) 
0 


a, = [10x)oosnsas (1112) 


Fourier-ov red za parnu funkciju glasi dakle 


e) = : pam - ap cos mx (110b) 


gdje se za funkciju perioda [—rz, +7] 4 i a, računaju prema (1132), odnosno 
(111a), dok je 6, = 0. 

Prema tome, samo funkcije, koje nisu ni parne, ni neparne, t. j. ne zadovo- 
ljavaju niti jedan od uvjeta 


(x) =—f(x) i f(—x)=/f(x) 


imaju potpune Fourier-ove redove oblika (110). 

" Primijetimo: ako se ograničimo na period od 0 do m, možemo svaku funkciju, 
koja se dade razviti u Fourier-ov red, razviti u taj red ili samo po kosinusima ili 
samo po sinusima višekratnih lukova x. U tu svrhu je dovoljno, da tu funkciju 
nadopunimo u intervalu (—r, 0) do parne funkcije (simetrične na os _Y), odnosno 
do neparne (simetrične na ishodište). 

Praktički se postupa tako, da u prvom slučaju koeficijente a, i a, računamo 
prema (113a), odnosno (111a), dok je b, = 0, a u drugom slučaju koeficijente b,, 
računamo prema (112), dok je a, =0 i a, = 0. (Vidi dalje primjere 3. i 4.) 
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Vratimo se na naš primjer f(x) = x i izračunajmo prema (112a) koeficijente 6, : 


mn 
oknu + [cos nxx] m 
0 KD) 


n 


m 
b SE nx dx -2(|— 
m m 
0 


kud 


2 | cosnn o 1[|sinnx 2 ( em 
=—|—r +— — = 
T n ' n n T n 
o 
2 
b,= — nm 
Uvrštavajući u b, redom n= 1, 2,3, 4, .... dobijemo: 
2 2 2 2 
npr hn“ 
pa prema (110), odnosno (110a) Fourier-ov red za f(x) glasi: 
. sinx _ sin2x _, sin3x__ sindx | | 
3 Će 2 3 2 <) 


2. Razvij u Fourier-ov red u intervalu [—r, + rz] funkciju f(x) = x*, koja se 
dalje periodski ponavlja (sl. 108). 


Kako je f(—x) =(—x)' = 
=x'= f(x), funkcija je parna, pa je 
b,=0, 

te računamo: 
Prema (1134) 


3 
fou djel 
0 
2 2 
KEJ, SAVU 
3n ud Prog 


Prema (111a): 


n Lud 
— —2 [sinm xd] = 
n 
0 


0 


COS NX 


—_x 


+ E nx ax = 
n 
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Zan=1,2,3,.... dobijemo 


rs 


. . Šš. 
đa STRES E GaS? đ aaa: e 


1 ] 2 3 


pa trigonometrijski red prema (110), odnosno (110b) glasi: 


H 2% 3: 


Te? COS'X .Č052X. .COSIX 
s=—— ( o +... 


3. Razvij u Fourier-ov red u intervalu [0, r] funkciju f(x) =3 —3 po si- 


nusima. 


Da dobijemo u redu samo sinus-članove, nadopunimo funkciju tako, da po- 
stane neparna, kako je to pokazano na slici 109. 


Sl. 109. 


Kako je sada funkcija neparna, jer je graf funkcije simetričan obzirom na 
ishodište, a, = 0, a, = 0, a b,, računamo prema (1124): 


2 fa see 2 K4e š 
b, 2 [(2—Z)smmra: = 2 [2 [sin ar — 
H 0 

n 


T 
: 2 mo ocosnx Xx Cosnx 1 sinnx 
xsnnuxdsl=—>|——.— +—- BoEiih = 
T 
0 


4 n 2 n 2 "2 | 


PN] — 


kid 


m 1 
Sao CSN ta zl = srao nn+ 1) 


-2|-£ *cosnm + 
TE 4n 
Odatle zan =1,2,3,4..... dobijemo 


1 1 
b=0; = bji=0:; b; = 
Prema (110), odnosno (110a) dobijemo 


sin 2x + sin 4x sin 6x 
2 4 6 


x * 
7 mek I 
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4. Funkciju f (x) =3+-3i primjera 3. razvij u intervalu [0, r] po kosi- 


nusima. 

Da dobijemo u redu samo članove s funkcijom kosinusa, nadopunimo zadanu 
funkciju tako, da bude parna, kako je to pokazano u slici 110, pa računamo 
uzevši u obzir, da je 


b,=0 


mn T 

a --|(4-3) cosnx dx m: H | cosme dx — 

M Sou 4 2 “ss. z L4 

0 . 0 . 
ud zm 
l 2|zm sinnx l sin nx . cosnx 
—z [xena] = 2 Id = —3 le z +2) .. 

0 0 


I [cosnm l I 
-—-( — 5) = 250 — cosmo 


Odatle zan =1,2,3,4,5,... dobijemo: 


Prema (110b): 


5-3--(S Gos 3x | cos sa 1 ) 
l SI 5" 


2 


Da smo funkciju f(x) = 5-35 razvili u red u intervalu [—>rz, +], dobili 


bismo potpuni Fourier-ov red oblika (110), jer ta funkcija niti je parna, a niti je 
neparna. 


U Fourier-ov možemo razviti i funkciju, koja se sastoji od više dijelova, pa je 
zadana s više analitičkih izraza. 

5. Razvij u Fourier-ov red funkciju, koja je zadana s dva izraza: 
—nExS0 i 
0zsxSr. 


Mj=% za 
fx) =0 za 


i koja se dalje periodski ponavlja (sl. 111). 


ei 

\ 
kJ 
n 
“4 
g 


a-------- 
\ 
\ 


SL III. 


U 
Kako zadana funkcija nije parna, a niti je neparna (iz slike 111 vidimo, da graf 
funkcije nije simetričan), moramo računati sve Fourier-ove koeficijente: 


Prema (113): 
o 


a, =—|[xa<+[0-a] =2 
Te T 
0 


Prema (111): 


0 m 


a => [[ xcosndx +[0-cosnedx]= 
0 


0 


1 sin nx  cosnx 1 
=—|x- =-|=—(l—cosnr) 
n n n Trn? 
—z 
Uvrštenje n= 142, 3, 4 5,::.. daje: 
2 2 2 
4 =——r> a,=0; 4=——5 3 4 =0; "=a 3 
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Prema (112): 
o 


b=—[] xsinm dx + fo . sin me dx] = 
o 


o) 
En — x osma, sinnx| _ 1 ( 3) _cosnn 
T n n* “g n m n 
Uvštnen=1,2 345,00. daje: 
l l l l 1 
horu G=; b, nE. bz b =-;. 
Prema (110) traženi red glasi: 
Te 2 sinx sin 2x 2 sin 3x 
=—ztepott i E mome 3 - 
sin 4x 2 sin 5x 
Paru +758 0055x + z te 


ili 


T 2 [cosx , cos3x , cos5x sinx sin 2x 
fx)=—Z+2( +++ ) ( 5 


sin 3x sin 4x mii RREM S ) 
3 SS 5 <a 


Gore navedene formule za razvoj u Fourier-ov red funkcije perioda 27 vrijede 
ne samo za interval [—>rm, +), već i za interval [0, 27]. 

6. Razvij u Fourier-ov red u intervalu [0, 2r] funkciju f(x) = e* — |, koja 
se dalje periodski ponavlja (nariši sliku funkcije!). 

Kako je f(—x) =e-*— 1 + f(x) # — f(x), računamo a, 4, i, 
Prema (113): 


2r 


2n 
1 1 l e2* — 1 
=-— z_ =—|e — =—(e27—2z — = _— 
a, sie )dx=—je—x|=—(e"—22—1) 2 
Prema (111): 
2n £a 
a, = [(e—1eosmeax = 2 | [0 cos me dx — 
T TT 
0 


2n 


— [cos nx dx E prema (65) = (cos nx + nsin nx) — 


S ž 
2m 
sin nx 1| e" 1 1 
RE = Ee = i = = Pada 
n uje el <a r% ž 
0 
Prema (112): 
2x = 
aa veva [[ e sinmedx — 
0 0 


: 1 go 
— [sia nx ax = prema (64) = m: | Train nx —n cos nx) + 
0 : 


cosnx| | ed l n ki n a 
n -2| Setra Tanje 1) 


Uvrštenje vrijednosti dobivenih za a,, a, ib, u (110) 


Jo) = a + š (a, cos nx + b,, sin nx) 
n=1| 


daje: 
. her e"—1| = pa n sin =) 
da T ie para lfn I+mnm 
ili 
s—1[1 % cosnx —n sin nx 
e) =—1+" zbr+d are) 
Uvrštenjen=1,23,..... daje: 
sje] Nono. l COS x —Sin x . Cos 2x — 2sin 2x 


Ea 2 5 


cos 3x — 3 sin 3x 


Razvij u Fourier-ov red funkcije: 
1) f(x) =|x| u intervalu [—r, +2] 


T 4 S cos(2n—1)x| > 
[tel=2—2,5 Rom) 


2 " 
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2) fix) =—5 iza —z 
fG)=+:5 za 0 


_20 & sin(2n— 1x]. 
Vid zi 


3) f(x) = x? u intervalu (0, 27) 


4: % cosnx % sin nx 
B af rE saga zi 
3 n=| n? n=1 n 


4) f(x) =sinx u intervalu [0, r] po kosinusima 
[sin Ad — 2x cos4x cos 6x, ) 
* SSAITJ o eg omu 
> Ji =1 za 0gxsrm 


2. Fourier-ov red za funkciju bilo kojeg perioda 


Dosada šmo govorili o razvoju u Fourier-ov red funkcije f(x), kojoj je period 
2zitood —z do +, odnosno od 0 do 2z. Međutim, funkciju f(x) možemo 
razviti u Fourier-ov red i u mnogo općenitijem slučaju, kad je periodska od a do 
a + L, gdje je L period funkcije. 


Fourier-ov red za funkciju, koja je periodska od a do a+_L, 
glasi: 
f(x) =Z: + ke [4 cos (FG —0)+ B, in (SFe —0)| (114) 


a koeficijenti reda računaju se po formulama 


A, 2 [509 dx (115) 
a+L 

A = Le»: cos (2756 —a)) dx (116) 
Mg, 

B, - [19 + sin (ZEGe—o) dx (117) 


Uvrstimo li u te formule a = 0 i L = 2r, dobit ćemo gore navedene formule 
za slučaj, kad je 2r period funkcije f(x). 


Sve što smo prije rekli za razvoj u Fourier-ov red parne i neparne funkcije 
: PNE i g ib L 
u intervalu [—>r, +7), vrijedi i za razvoj u red u intervalu | — I + ul 


Prema tome 
za neparnu funkciju, koja je simetrična obzirom na ishodište u intervalu 


L L . — MH — 
IL-2:+2]: A=0 i A,=0 
. 
B, =2 [160 sin (SEx)ar (117a) 
0 
sad d Inn : 
f(x) -š Bsin(2 +) da (1143) 


a za parnu funkciju, koja je simetrična obzirom na os Y u intervalu 


TA | _ 
I-. +2): B,=0 
«i 
A, - I [10 (115a) 
a 
0 
+£ 
g | 
4.=2 [14 el-*) dx (116a) 
0 
l o 2 
fo) = + Ž 0+) (1146) 


Isto tako možemo bilo koju funkciju bez obzira na to, da li je parna ili 
neparna ili ni jedno ni drugo razviti u iritervalu 9, 5 u Fourier-ov red na tri 
načina. 

1) samo pomoću sinus-članova nadopunivši funkciju tako, da bude u inter- 


valu [L-2:+3] neparna funkcija, t. j. primijenivši formule (117a) i (114a); 


2) samo pomoću kosinus-članova nadopunivši funkciju u intervalu |—> —, 
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s 2 do parne funkcije, t. j. primijenivši formule (1154), (116a) i (114b); 


3) pomoću sinus i kosinus članova primijenivši opće formule (114) do (117). 
Primjeri 


7. Razvij u Fourier-ov red u intervalu [o, 3] funkciju f(x) = s— be , koja 
se dalje periodski ponavlja (sl. 112). 
Kako je u našem slučaju 


a=0; bai; a+L=5; did 


tm 


prema (115) dobijemo: 


n mn 
a Z 
5 4 m si 4[r x? lat g nm 
4.=-| (q-zje-=lf"—2 --l2-7)| sni 
I) o 
Prema (116): 
4 : TE x 4|r sin4nx 1 sin 4n x 
4.=-| (2—z)ema=2|3 ER -rlE 
o 
Cos 4n x f l 
Te) =spl00s2nn +1) =0 
o 
Prema (117): 
z 
4 TE Sd: 4 zoocos dnx 1 cos 4nx 
B, => | (G-Zlanmar=2 _7 a -z(=: dn 
0 
' 53 
E a: l T l e da: 13 
inč li. zh 4 oma o dja Pi 
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Prema (114) 


T 1 /sin4x sin 8x, sin 12x 
I(x) -Z+3ET+ 3 + 3 +.) 


x 
Ž 
i u tom dodatnom dijelu nadopuni zadanu funkciju tako, da bude 

1) parna (simetrija obzirom na os Y), 

2) neparna (simetrija obzirom na ishodište), 
nariši njihove grafove i razvij funkciju u red primijenivši u slučaju 1) formule 
(115a), (1163) i (114b), a u slučaju 2) formule (117a) i (1144). 

Na taj način dobit ćeš za istu funkciju još dva Fourier-ova reda, od kojih će 
prvi sadržavati samo kosinus-članove, a drugi — samo sinus-članove. 


Iz toga vidimo, da tri različita Fourier-ova reda mogu predočivati istu funk- 
ciju u istom intervalu, ali izvan toga intervala ti redovi predočuju naravno razli- 
čite funkcije, kako se to jasno vidi iz grafova tih funkcija. 


8. Razvij u Fourier-ov red funkciju zadanu s tri izraza: 


Proširi imerva| 0, 5 zadane funkcije f(x) = I na lijevo za dio|— 


o 


SE 


f(x) =1—3» zi Uske? 


fGJ=9 ZA 2g£x£3 
f(x) ==1 Ao žsSasd4 


Sl. 113, 


koja se dalje periodski ponavlja (sl. 113). 


a=0; l1=4; a+Ll=4; 


Prema (115): 
3 4 


ao 2lfli—t s) [oc fra] - 


l 
3 


X 


LU 


23 B. Apsen: Repetitorij više matematike II dio 353 


Prema (116): 
2 4 
2 ( 1 )« ke. | xa 
lj l s* cos 5+ dx - cos-—5- x da 

3 


A,=2 
0 
2 
l >Ja: P:/2 : NS 4 nm 
-31 zn e—3(3* sin 5 * the 7») + 
0 
4 
2 nn | 
+|-— Sin —-x = 
nr 2 
3 
1 2 Ž  SNTO 
po — E KARL MRS 
3nm 


U " 
A,=-—(1 san) —— sin => 


* nx 


A=2+-=090 A,=0; 


Sek = Bai: lit 


(Računamo logaritamskim računalom). 
4 


Prema (117). 
2 
Žž ; l | SIE . grm 
8.=21[(1—>>) sin sA dx + [sn xa] = 
3 
2 
s. 2 i nm, 1 (- = nm g m 5+) »$ 
SZ m at zeni tva ree 
0 
4 
2 nm 
— ze 
3 
a > m 3 s | 4 ) Zc05257)| = 
= mara ro gr — oo 5 = 


l 3nn 
—cosnz+1+cosnra —1 + cos —5— 


nn 
I 3nx 


Bi=:-|_a< 0,080 


354 


Prema (115): 
f(x) -3 > 0,520 cos 5 x — 0,159 sin zx — 0,084 cos Z zx + 
+ 0,080 sin 2zx +.... 


Slike 114 daju grafički prikaz zadane funkcije f(x) i njenih aproksimacija 
parcijalnim sumama prvih članova dobivenog reda. 


c) 


Sl. II4. 


Na svim tim slikama narisana je zadana funkcija f(x), a osim toga na slici 


(114a) prva aproksimacija y, = Zi drugi član reda y, = 0,520 cos 5» na slici 
(114b) treći član reda y, = — 0,159 sin zx i druga aproksimacija y, + y», na 


slici (114c) — treća aproksimacija yu + y» +94. 

Pojedine aproksimacije dobivene su zbrajanjem ordinata pređašnje aproksi- 
macije i slijedećeg člana reda (način konstrukcije pojedinih članova reda vidi Dio I. 
8544. £). 
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Primjedba. U navedenom primjeru imaju kosinusi i sinusi u svim članovima 
reda različite argumente, jer su se vrijednosti A, i B, naizmjence poništavale. 
Sadrži li red parove članova, u kojim kosinus i sinus imaju iste argumente, treba 
prije an članova reda svesti svaki takav par na pei funkciju sinusa (vidi Dio I. 
54,4. g) 


Razvij u Fourier-ov red zadane funkcije pa prikaži grafički te funkcije i nekoliko prvih 
aproksimacija, kako je učinjeno u primjeru 8. 


Df(x)=x za —jEr=+7. 
— hee tingx:. Niša. o 
[= + (sn— Ni. Si. i + ] 
2) f(x)=|x| za —2=x=+2 
(2n—1)rx 
[11 “E | 
eli (2dn—|1) 
DA) E za 0oz==- 
m 2 
f(x)=2 za ZE*E=rJ" 
fi) = r—e2 za Grarasm 


[700 = ZVO (ginx— psina + a Sin Ta — gla sin 1x + )] 


Sada, kada znamo razviti funkciju u bilo kojem intervalu u Fourier-ov red, 
riješimo drugo važno pitanje, koje još nismo obradili, a to je pitanje o konvergen- 
Ciji Fourier-ovih redova. 


3. O konvergenciji Fourier-ovih redova. Dirichlet-ovi uvjeti. 
Parseval-ova jednakost 


Navedimo uvjete, kojim mora odgovarati zadana funkcija f(x) i koji su do- 
voljni, da njen Fourier-ov red konvergira i ima za sumu baš onu zadanu funkciju 
f(x), za koju su računati Fourier-ovi koeficijenti. E 

Te uvjete postavio je Dirichlet te nose njegovo ime. 

Funkcija f(x) u intervalu [a, b] može se razviti u Fourier-ov red, ako je ta 
funkcija: 

1. u svim točkama tog zatvorenog intervala [a, b] konačna, 

2. u tom zatvorenom intervalu ili monotona ili ima konačan broj maksi- 
muma i minimuma, 

3. neprekinuta u tom intervalu ili ima konačan broj točaka diskontinuiteta 
prve vrste (vidi Dio I. £ 8). 

Fourier-ov red za funkciju, koja odgovara tim uvjetima, konvergira i ima za 
sumu u svakoj točki, u kojoj je funkcija neprekinuta, vrijednost te funkcije u toj 
točki, dok u točkama diskontinuiteta funkcije suma reda jednaka je aritmetičkoj 
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sredini iz vrijednosti funkcije s lijeve i desne strane dotične točke diskontinuiteta 
prve vrste. 


SI. 115 prikazuje periodsku funkciju perioda L = b — a, koja odgovara svim 
Dirichlet-ovim uvjetima, prema tome u bilo kojoj točki x,, u kojoj je neprekinuta, 
njen Fourier-ov red ima za sumu /(x,), a u točkama apscisa c i d, u kojim funkcija 


Pie 


Sl. 115. : 


mE 


S 

n 

E 
hke=— 
ot-- 


ima točke diskontinuiteta prve vrste, Fourier-ov red ima za sumu = 3 


f(d—0) + /(d +0) 
2 

f(a) + [(b) 

m! aos 


odnosno . Na krajevima intervala [a, b) suma reda ima ta- 


keđer vrijednost 


Navedimo još dva osnovna svojstva Fourier-ovih redova. 


Aproksimiramo li zadanu funkciju f(x) parcijalnom sumom S, prvih nu 
članova trigonometrijskog reda, tada je kvadratična greška aproksimacija, t.j. gre- 
ška u smislu teorije najmanjih kvadrata: 


AM = = | [f (x) — S, (x)]Z dx = minimum, 
o 
ako su koeficijenti a, i b, Fourier-ovi koeficijenti. 
Za svaku funkciju f(x), koja je omeđena i po odsjecima neprekinuta u in- 


tervalu O < x < L, Fourier-ov red konvergira u smislu sredine prema za- 
danoj funkciji, t.j. 


[ue-s, (x))*dx— 0, kad n— oo. 
Qdatle slijedi Parseval-ova jednakost: 
2 a2 o0 
3) UGFda= 2+ X (0+). 


Ako se vratimo m: unatrag i pogledamo na slike funkcija, koje smo u našim 
primjerima razvili u Fourier-ov red, vidjet ćemo, da sve te funkcije odgovaraju 
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Dirichlet-ovim uvjetima ili, kako se kaže, jesu Dirichlet-ove funkcije, a prema 
tome njihovi Fourier-ovi redovi konvergiraju i imaju za sumu u točkama nepreki- 
nutosti funkcije vrijednost dotične funkcije, a u točkama diskontinuiteta — arit- 
metičku sredinu iz lijeve i desne vrijednosti funkcije. 

Tako smo u primjeru 1. razvili u red funkciju f(x) = x u intervalu [—r, +r), 
pa smo dobili 


sinx  sin2x _ sin3x sin 4x 


=: +4...) 


U točki apscise «=5 funkcija je neprekinuta (vidi sl. 107), pa njen red po 


a R m m 
Dirichlet-u mora imatu za sumu f(x) -1(2) s; 
dosa ' or s 
Da se u to uvjerimo, uvrstimo u red x = 5» pa dobijemo: 


T 1 l l 


a to je poznati nam red za broj 1, koji se dobije iz Mac Laurin-ova reda za arc tg x 
(vidi Dio 1. $ 20, 9. j). 


Na krajevima intervala, t. j. za x = —r, odnosno + =, gdje je funkcija preki- 
nuta, po Dirichlet-u red mora imati za umm E = = =0 
Taj rezultat faktično dobijemo, ako u red uvrstimo x = — rz, odnosno x = + z. 


Isto tako, na pr., uvrštenje x 73 u Fourier-ov red, koji smo dobili u pri- 


mjeru 7. za funkciju f(x) = +-5 u intervalu [0.5]. daje =, a to je baš 


vrijednost te funkcije za x = + s jeja f (2) = = = s dok uvrštenje u 
La daje opet 


2 


odanim +. --8 
= = (vidi sl. 112). 


2 2 
I iz slike 113, u kojoj je prikazana funkcija, koju smo u primjeru 8. razvili 
u Fourier-ov red, vidimo, da je ta funkcija prekinuta za x = 3. 
Budući da i ona odgovara Dirichlet-ovim uvjetima, njen Fourier-ov red 


T 


raka a to je spomenuta aritmetička sredina, jer je 


rd x=0 ii x= 


imgax=3smmi:— RS. 
2 2 2 


Kao primier funkcije, koja ne odgovara Dirichlet-ovim uvjetima, navedimo 
funkciju 


f(x) = x sin — za x +0 


(0) =0 za x=0 


Ta funkcija je neprekinuta za sve x, ali ima u okolišu x =0 beskonačno 
mnogo ekstrema, pa je ne možemo razviti u Fourier-ov red u svakom intervalu, 
koji sadrži x = 0. (Da se u to uvjeriš, nariši graf funkcije u okolišu x = 0). 
Naprotiv funkcija 


E 
f(x) io 


ima beskonačno mnogo ekstrema i to za svaku cijelu vrijednost argumenta x 
[E (x) je funkcija. koja prima samo cijele vrijednosti, t.j. 1,2,3,..... 
(E je prvo slovo francuske riječi entier-cijeli)), ali ipak je Dirichlet-ova funkcija 
u svakom konačnom intervalu, jer u konačnom intervalu ima konačan broj 
ekstrema, kako se to vidi iz sl. 116. 


x y y 
01 =o 1 
|L, 
he 
115 =0,5 
|< 
Zili 
-=0,4 
z 5 
3 
3|—=0,3 
10 Sl, 116. 


Iz navedenog vidimo, koliko je veće područje funkcija. koje se mogu razviti 
u Fourier-ov red, u uspoređenju s onim funkcijama, koje možemo razviti u red 
potencija. 

Za razvoj funkcije u red potencija u nekom intervalu traži se, kako znamo, 
da je ta funkcija neprekinuta i da ima derivacije svih redova u tom intervalu, dok 
funkcija, koja odgovara Dirichlet-ovim uvjetima, može biti prekinuta te ne mora 
imati čak derivacije u svim točkama tog intervala. 

Odatle slijedi veliko teoretsko i prakučko značenje Fourier-ovih redova. 
Pomoću Fourićr-ova reda možemo analitički izraziti, t. j. postaviti jednadžbu 
gotovo svake funkcije, također i one, koja je zadana grafički ili u obliku tablice, 
aproksimirajući traženu jednadžbu funkcije parcijalnom sumom prvih članova“ 
njena Fourier-ova reda, t. j. twrigonometrijskim polinomom. 

Tako na pr. funkciju f (x) = x, koju smo u malo prije spomenutom primjeru 
razvili u Fourier-ov red u intervalu | — rz, + =), možemo u. otvorenom inter- 
valu (— zm, + m) aproksimirati trigonometrijskim polinomom od na pr. prva 
tri člana reda, t. j. uzeti da je 


l m 3 


sinx  sin2x sin 3x 
W=2 + ) 


Na početku ovog poglavlja izveli smo na Eulerov način formule za Fourier-ove 
koeficijente a, i 6, trigonometrijskog reda za funkciju perioda 2m. Drugim putem 
došao je Bassel do isiog izraza za Fourier-ove koeficijente. Postupajući u smislu 
Gauss-ove teorije najmanjih kvadrata (vidi Dio I. $ 17, 3) Bassel je tražio vrijednosti 
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koeficijenata a, i b, trigonometrijskog polinoma uz pretpostavku, da integral kva- 
drata pogreške, koju činimo aproksimirajući zadanu periodsku funkciju u intervalu 
[0, 27] trigonometrijskim polinomom, bude minimum. 

Kako je Bassel idući tim putem došao do istih rezultata, zaključujemo, da od 
svih trigonometrijskih polinoma najbolju aproksimaciju zadane funkcije u smislu 
teorije najmanjih kvadrata daje onaj polinom, kojemu su koeficijenti a,ib, Fou- 
rier-ovi koeficijenti zadane funkcije. 

U drugu ruku već iz naših primjera za razvoj funkcija u Fourier-ov red vi- 
dimo, da se Fourier-ovi redovi neiscrpni izvor trigonometrijskih redova. čije sume 
možemo često odrediti opet jedino pomoću Fourier-ovih redova 


Na pr. traži se suma reda 


1 1 l 


+tstaetnito 


U primjeru 4. razvili smo funkciju f(x) =5> 3 u intervalu [0, =] u Fou- 


rier-ov red po kosinusima: 


RENE. __2 os x Ze a. cos 5x cos 7x ) 
Kad zr + rare je 
nadopunivši zadanu funkciju tako, da je postala parna. 

Prema Dirichlet-ovu teoremu taj red konvergira za sve x u intervalu [0, z), 
a također i na krajevima intervala (vidi sl. 110). 


Uvrštenje x =0 u red daje: 
a. Bu l I U 
Z-2lptan+s+7+o) 


Odatle dobijemo traženu sumu reda 


l l l T? 

Iz navedenog vidimo, od kolikog su značenja trigonometrijski redovi u mate- 
matici. Isto tako su ti redovi od velike važnosti u fizici i u mnogim područjima 
tehnike, osobito elektrotehnike. 

Kao primjer navedimo primjenu harmoničke analize u strojarstvu. Pojava 
rezonancije, o kojoj smo već prije govorili (vidi $ 10, 3, f)], nastupa često kod stap- 
nih strojeva, gdje znade dovesti do veoma neugodnih posljedica. Uslijed stalne 
promjene smjera gibanja masa tih strojeva dolazi do periodskih sila, koje djeluju 
na temelje i polužje stroja. 

Ako se frekvencija tih sila poklapa s vlastitom frekvencijom sistema, dolazi 
do pojave rezonancije, koja dovodi do loma polužja, kao što je to prije bio čest 
slučaj kod pumpa u bušotinama za dobivanje nafte. Zadaća je konstruktora prema 
tome, iz krivulja periodskih sila harmoničkom analizom pronaći kritičnu frekven- 
ciju, te uskladiti broj okretaja tako, da u pogonu nikako ne nastane slučaj rezo- 
nancije. 
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4. Numerička harmonička analiza 


Ako je funkcija zadana analitičkim izrazom, njeni se Fourier-ovi koeficijenti 
određuju obično integralnim putem prema gore navedenim formulama, i tako se 
konstruira njen Fourier-ov red. Međutim, ako se integrali ne mogu elementarno 
izračunati ili vode do jako zamršenih izraza ili ako je funkcija zadana grafički ili 
u obliku tablice, harmonička analiza dotične funkcije vrši se numeričkim putem. 

Posljednji slučaj osobito je čest u praksi, kad se tražena funkcija određuje 
opažanjima ili pokusima, čiji se rezultati prikazuju u obliku tablica i grafova, koje 
kadšto crtaju automatski registratori. 

Zadaća je ispitivača da pronađe analitički izraz za tu funkciju. U tu svrhu 
može se primijeniti Fourier-ov red, ukoliko postoji sigurnost, da će parcijalna 
suma prvih članova reda dati dovoljno točnu aproksimaciju dotične funkcije. Kon- 
kretno se zadaća sastoji u tome, da se odrede Fourier-ovi koeficijenti za tu funk- 
ciju, a to se određivanje vrši numeričkim ili mehaničkim putem. 

Postoji više metoda numeričke harmoničke analize. Velika praktična važnost 
tih metoda traži njihovo opširno izlaganje i tumačenje, koje pada izvan okvira 
ove knjige. Drugom prilikom osvrnut ćemo se potanko na metode osobito na- 
glasivši njihovu praktičnu primjenu. 

Harmonička analiza mehaničkim putem vrši se skupocjenim aparatima, t. zv. 
harmoničkim analizatorima. Pomoću njih se dobiju približne vrijednosti izvjesnog 
broja prvih Fourier-ovih koeficijenata tako, da se pisaljkom analizatora obilazi 
grafički prikaz funkcije. Na taj se način dolazi do jednadžbe funkcije u obliku 
trigonometrijskog polinoma. 

Na kraju spomenimo još, da je harmonička sinteza obrnuti postupak od 
harmoničke analize, a sastoji se u određivanju funkcije, koja je zadana u obliku 
trigonometrijskog polinoma. 
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q*. 


;' 


Popis najvažnijih formula 


Diferencijali 

sta. "ij a 
dy = y'(x)-dx (a) =2 
y"(x) = dž dy =y" (x) dx 

dx“ Šu ME 
,.. d?y ... 
y"(x) mg d'y =y'"(x) dx? 
x 
dC =0 d(u+v) =du + dv 
đ 3 _ vdu —udv 

d(u:v) =u-dv + v-du 5 ix v* 


PE 170) RR RE ZO RE TOB TOPE TOR TO 
2gsstii NEE o vo u) 


Jednadžba tangente na krivulju 


y = y(x): y—y =y(x)(x—x)  utočki T,(x,,y,) 


x=x(t) prera. S 
sah) y—y(t) = 2) [x —x(1,)] u točki T,(t,) 
+ š mE mE. +r,tg 9, <= : 
r=r(e): y—r,sine, rrrTa (x —r,cos g) u točki T(9,, r,) 
ili 
K r 
y—r,sin e, =tg(B, + 0,) (x —r, Cos «,) tg B, = 
1 
Krivulje 
Cikloida: Spirale: 
x =r(t —sint) Arhimedova: r=ae 


y=r(1—cost) : 
hiperbolna: r I 


logaritamska: r =e% 


y=y(x): 


y=)(x): 


[a=x 


Zakrivljenost krivulja 


1 y'(x) 


ra E TOTTI 


(26) x =x(1) do aak vs 
y=y(G)| e (x2+y')h 

i stranim 

e (r'rrikih 


Središte kružnice zakrivljenosti. Evoluta 


m2 YU vU 


s 
n=y(x) + s 
r=r(0): € =rc0s 

n=rsin 


*=x(t) E=x(t)— NE ida) 
y=x(t) xy vx 
1 =shja te) 

KV 


_(r*+r?)(r'sine +rcos ) 
: r+2rt—rr 
(1? +r?)(r' cose —rsin 0) 


sa r+lrt—rn' 


Neodređeni integrali 


[ sin x dx =—cosx +C 


jr 


| cosx dx =sin x +C 


“ 


dx 
[gzur+c 


| sh ras =čhx+C 


dx 
r= =thx +C 


[ax =e +C€ 


[Z=mixl+c 
X 


n+1 
["a=? +C [Z=mixl+c 
n x 


FI 
| si (nx)dx = E +C (59) 
[cos idle =a ku +cC (60) 
d 
Ea ME 


[enxaz=mnx+C 
E = —cathx+C 
je std=a.+c (61) 


=ln|xta|+C (62) 


ka 
[ax uzme 


| sint ax -5- mE +C (59) | cos'x dx = 5 + E +C (60a) 


dx H dx koa udao ž 
—— =arcsnx +C ——— = arcsin——> + C Sla) 
=; Ir= k 
[rfz-aetex +0 [pm peti +e (524) 
(= —arcctgx + €) Ž 
"dx dx ža 
= =lhln(x +\1+x2)+C = =hnix + Vk +x) +C 
[rz ne +179 lr= i 
(= Arshx + C) o (G= —ink+C) (33) 
mj Som s—1)+C 
jami 
(=Archx+C) 
dx 
= = hn(x + \xč—k)+cC, 54a 
== (x + \ (54a) 
(C,= —ink +C) 
dx l 1+x dx l ko x 
[rz Fan“ za|x|<1 |Ez-mnjzž+ce 
(=Arthx+C) za |x| <|k| (55a) 
1, x +1 1, x+hk A 
= ZiT" zal|x| > 1 =sple—iTo 
(=Arcthx +C) za|x!>|&k| (56a) 
dx lk—x dx lx —hk j 
za |x| <|k&| za |x| >1|4]| 


[k:flGx)dx=k[f(x)dx — [U(2) £ F2) 1x = [f(x] de E [1,(x) dx 
' [u:dv=uv—fv.du (63) 


| e“ sin (bx) dx = [a sin (bx) —b cos (bx)] + C (64) 


n= 
a? +b? 
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i bh ez 
E Cos (bx) dx =ZS=rpU 
dx * : : 
JE t&5 +C (67) 
l= EE +dx = —-—sin"' x 
f > | eostx-dx = — Cos"! x 
LIL = IgE 
a sin" x n—!1| 
L - | —: pa I 
COS" x n—1 


cos (bx) + bsin (bx)] + C (65) 
dx | x Te 
so-uju(ž+2)|+6 00 
n—1| š 
"cos x + z | sina: 
(69) 
a n—1 š 
* sin x +72 | cos xax 
Cos x n—2 dx 
simix nl sin'?x 
: (70) 
: sin x n—2 ; dx 
cos x nee Kjec0s""? 


Određeni integrali 


= F(b) —F(a) 


b 
a 


[1694 =|F() 


b 
Teorem srednje vrijednosti: / f(x)dx =f(x,) *(b—a) 
ad 


b a 
[1(x) dx = — [142) dx 
a b 


- 


(72) 


Površina ravnih likova 


Zay=f(x) 


b 
uzduž osi X: S = [f(x)dx 
a 
Površina sektora krivulje: 


PE a 


zay =f(x): 5 | zay —vae 


Površina zatvorene krivulje: 


za y=f(x): S = Pydx 


u smislu kazaljke na satu 
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Zax =(v) 


d 
uzduž osi Y:Ć S = [9() dy 


?% 
zar=riQ))- S EKO 


ZI 


u protivnom smislu 


Statički momenti i 


Rektifikacija krivulja 


b 
s= [vi +y“(x) dx 


težište ravnih likova 


b 
— | "dx 
M, :J 
Pi o 3 
fydx 
Io 
= | r'sine de 
M, sJ 
asa“ 


di = \TFITTII dr 
(86) 


r=r(0) 


a Pe 
*\ s= [\r+rr de 
si 


Jednadžbe rotacionih ploha 


zay =/f(x): 
b 
[ xydx 
Piana... Sile 
t S i b 
[ydx 
zar=r(0): 
No 
g /reoso de 
M, EI 
X = = = 
S l Y? 
3 [ r'de 
* 
y=y(x): ds* = dx? + dy? 
(1) re 
x=x = 
= ? *.d 
“ay fi) S /\ x +y af 
Oko osi X: U(x)! =y +2 


(90) 


Oko osi Y: [P(y)]Đ =x* +z? 


Volumen rotacionib tjelesa 


b 
Oko osi X: V == [ UG)Pdx 


x=x(t) 


s y=y(t) 


d 
Oko osi V: VW = [te (y)]' dy 


Pa m fy'(t):x(1) dt 


Površina rotacionih tjelesa 


b 
š =2m[f(x) VT+FU(JFdx za 


x =x(t) 
J 


=y(t) 


1 
S=2/ymVrrra 
LI 
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Guldinova pravila 


V=S-:2my S=5s:2xy, 
V S 
hak naj (96) de —TT 
Težište rotacionih tjelesa 
Oko osi X: Oko osi Y: 
h d 
| xU(x)Pdx [ vle(y)Fdy 
ii NJ ai = 
JUG)Fdx | te(y)Fdy 


Momenti tromosti rotacionih tjelesa 


b b 
1 1 
L = en [tax = zen f U (x) dx 


đ d 
l l 
š =5>o" / x*dy = se" [ te(»)J: dy 


€ 


Simpsonova formula 


(100) 


55 |/(a) +J(6) +2[f(a +h) +f(a+2h) +.... +f(6—h)] + 


+4 /(e+5) +1la+31) +... +5(6—2)|) 


\ 


Diferencijalne jedinadžbe 


y +1(x)y =g(x): : y=e— Id [ [19%.2(4) dx + C] 
»= Ga + zar = e*(Acosbx + Bsin bx) 
= Ce sin (6x + D) 
Titranja 
Slobodna: s=—e&?-s 
Prigušena: s = —o?:s—2ks 


Prisilna: s=—0os—2ksS +J/(1) 
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(104) 


(106) 


(108) 


(109) 


Fourier-ovi redovi 


1) Red za funkciju f(x) perioda 2m 


opću: 
rai= 5a +ž(a, cosnx +b,sinnx) 
neparnu : 
f(x) =5 b,sinnx 
parnu: m 


f(x) 34, + Sa, cos nx 
u=| 


Fourier-ovi koeficijenti 


Za opću funkciju f(x) perioda 2 m: 


b, == [1st sinnx dx 


Za neparnu funkciju f(x) perioda [—>mn, + m): 


a, =0 a,=0 


n 


b, —2 [1 sin nx dx 
0 
Za parnu funkciju f(x) perioda [—>rm, + zr): 


2 
a =— f(x) dx 
| 


a, = 2 [109 cos nx dx 
0 


b,=0 


(110) 


(110a) 


(1106) 


(113) 


(111) 


(112) 


(112) 


(113a) 


(illa) 
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2) Red za funkciju f(x) perioda [a, a + L] 
opću: 


ix) = 1 A+ x [4.(c09 2 —a) + B,, sin (Fe —o)| 114) 
n=| E L . 


2 
neparnu: A, =0 A, =0 


parnu: B,=0 


Fourier-ovi koeficijenti 


Za opću funkciju f(x) perioda [a, a + LJ): 


Za neparnu funkciju f(x) perioda I-2 3 EL s 
A =0 A, =0 
L 


A, At cos ( +) ax 


(115) 


(116) 


(117) 


(117a) 


(115a) 


(116a) 


Znak 375 Sv 


Izdanje: 
Prof. dr ing. BORIS APSEN 
REPETITORIJ VIŠE MATEMATIKE 
II dio 
Izdavač: 
TEHNIČKA KNJIGA, Izdavačko poduzeće 
ZAGREB, Jurišićeva 10 
Za izdavača odgovara: 

Ing. KUZMAN RAŽNJEVIĆ 
Uredništvo sveučilišnih udžbenika 
glavni urednik 
ZVONIMIR VISTRIČKA 
Urednik edicije: 

IVAN UREMOVIĆ 
Tehnički urednik: 

ŽARKO PAVUNIĆ 
Korigirao: 

AUTOR 
Tisak: 

GRAFIČKI ZAVOD HRVATSKE 
Zagreb 
Tisak dovršen 
LISTOPAD 1964 


